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模 曲线 理论 是 近 半 个 世纪 发 展 起 来 的 算术 代数 几何 的 
最 好 的 体现 ， 而 算术 代数 几何 是 现代 数论 的 最 深刻 、 最 富有 
成 果 的 分 支 之 一 .迄今 为 止 ， 这 套 理 论 散 见于 国际 上 多 种 文 
字 的 大 量 文献 中 ， 尚 未 出 现 这 方面 的 任何 一 本 专著 . 本 书 的 
目的 在 于 使 读者 较 快 地 了 解 模 曲线 理论 ， 进 而 能 够 阅读 当前 
最 先进 的 文献 ， 为 深入 的 研究 打下 基础 。 书 中 首先 介绍 
Grothendieck 理论 里 模 空间 的 定义 和 初等 性 质 , 然后 说 明 模 
曲线 作为 椭圆 曲线 的 模 空 间 ， 进 而 讲述 模 形式 的 几何 理论 并 
以 Deligne 的 Ramanujan 猜想 的 证 明 为 终结 ， 书 中 也 讲 了 
范畴 及 2- 范 畴 的 基本 性 质 、Grothendieck 拓扑 、 层 (sheaf), 
平坦 下 降 、 形 变 理 论 (deformation theory) 、 余 切 复 形 
(cotangent complex), RAZE., Æ (stack). Hilbert 函 
子 、Picard Bf. 5) (spectral sequence). Gauss- 
Manin 联络 、Kodaira-Spencer 映射 、Tate 曲线 和 Hecke 算 
子 相应 的 算术 代数 几何 理论 . 
本 书 可 作为 高 等 学 校 数 学 系 研究 生 教材 ,也 可 供 从 事 数 论 、; 
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模 曲线 是 一 种 特殊 的 代数 曲线 . 我 们 在 本 书 所 考虑 的 模 曲线 一 般 
是 一 组 有 某 种 性 质 的 椭圆 曲线 的 参数 空间 .这 个 参数 空间 有 代数 曲线 
的 结构 . 利用 这 个 代数 结构 我 们 便 可 以 使 用 代数 几何 来 研究 一 种 称 为 
“ 模 形式 ”的 解析 函数 . 模 形式 是 一 种 具有 非常 强 的 对 称 性 质 的 解析 
函数 . 正 是 因为 这 种 对 称 性 质 , 所 以 模 形式 很 有 用 . 它 在 数论 中 非常 重 
要 , 比如 悬疑 了 四 百年 关于 不 定 方程 + y= z^ 的 费 马 定理 最 终 由 
Wiles 证 出 (Annals of Mathematics 141(1995)). 这 个 证 明 就 要 用 模 形 
式 理论 . 因为 这 个 工作 , Wiles 获得 了 1995 年 Fermat X, 1996 年 Wolf 
奖 , 1997 年 Cole 奖 以 及 2005 SERRE. 

在 说 明 这 本 书 要 谈 什 么 之 前 , 应 告诉 读者 这 不 是 一 本 给 初学 者 讲 
代数 曲线 或 代数 几何 的 教科 书 . 假如 你 已 经 学 过 一 点 代数 几何 (比如 
李 克 正 的 《代数 几何 初步 》; 或 是 Hartshorne 著 的 《代数 几何 学 》( 汉 
克勤 等 译 ); REER Algebraic Geometry), 加 上 一 点 代数 数论 (比如 
汉 克 勤 的 《代数 数论 》; Serre 著 的 《数论 教程 》( 冯 克勤 译 )), 以 及 一 点 
模 形式 论 (比如 潘 承 彪 的 《 模 形式 导 引 》; 陆 洪 文 的 《 模 形式 讲义 》; 或 
Diamond, Shurman 著 的 4 First Course in Modular Forms). 现在 你 想 
继续 看 看 下 一 幕 将 要 演 什么 , 也 许 本 书 正 是 你 想 找 的 . 

在 这 个 旅程 开始 之 前 , 请 你 做 好 心理 准备 一 一 以 下 是 一 个 新 的 世 
界 , 说 的 是 新 的 语言 . 你 习惯 了 一 个 空间 , 比如 一 条 代数 曲线 , 是 一 个 带 
有 某 种 结构 的 集合 . 在 这 个 新 世界 里 , 一 个 空间 是 一 个 函 子 (functor). 
这 不 是 容易 习惯 的 . 至 于 这 是 不 是 一 个 必要 的 旅程 , 年 青 人 , 那 就 要 看 
你 的 了 ! 传统 的 代数 几何 还 有 很 多 人 在 做 . 正如 现在 还 有 人 研究 平面 
欧 几 里 德 几何 , 他 们 不 需要 知道 黎 曼 几何 . 不 过 很 多 研究 数论 的 人 会 说 
这 个 新 世界 的 语言 . 如 果 你 决定 看 这 部 书 , 那 就 请 你 放下 你 对 空间 这 
个 概念 的 成 见 . 敞开 怀抱 进入 这 个 新 世界 . 

假如 我 们 有 一 组 椭圆 曲线 
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在 这 里 对 每 一 个 x 我 们 以 E, 代表 一 条 椭圆 曲线 , v EE, 的 参数 ， 
X 是 8 的 参数 集合 . 在 多 复 变 函数 论 范畴 内 ， 集 合 X 常 有 复 流 形 
结构 , 这 就 让 我 们 用 上 复 流 形 理论 和 微分 几何 学 了 . 但 是 在 代数 的 范 
畴 内 , 这 个 X 几乎 不 会 是 一 个 概 形 (scheme). 这 就 引起 很 多 困难 了 ! 
Grothendieck 一 开始 便 要 面 对 这 个 难题 . 在 他 写 《 代 数 几 何 元 论 》( BEG4 
— Elements de Geometrie Algebrique, BALK PMR) 之 前 ， 他 在 
Bourbaki 作 了 几 个 报告 , 谈 他 对 模 参 数 空 间 的 看 法 . 这 些 报告 合 编 成 一 
EBAY FGA 的 讲义 (有 现代 版 Fantechi, Fundamental algebraic geometry, 
AMS Mathematical Surveys and Monographs, volume 123). 除了 一 篇 
没有 公开 没有 完成 的 笔记 (Pursing stacks), 他 以 后 没有 发 表 任 何 文章 
谈 及 此 事 . 但 可 以 从 他 写 给 朋友 (如 Serre) 的 信 , 或 追随 他 的 人 的 作 
品 (如 Murre, Seminaire Bourbaki 294 (1965), 或 Raynaud, Springer 
Lecture Notes in Math 119 (1970)) 中 多 学 一 点 . 

我 们 在 本 书 中 以 介绍 横 形 式 的 几何 理论 的 背景 知识 为 主轴 . 沿途 
谈 及 多 个 代数 几何 的 基本 概念 . 这 些 很 有 用 的 概念 与 工具 都 在 代数 几 
何 学 的 入 门 教 科 书 之 外 ， 这 方面 的 资料 散 见于 不 同 语言 的 各 种 文献 ， 
对 于 我 国 读者 非常 不 便 . 我 们 希望 达到 两 个 目的 : 一 方面 , 为 希望 应 
用 这 套 方法 的 读者 提供 一 条 路 径 来 掌握 基本 的 理念 , 以 求 比较 快 就 可 
以 运用 ; 另 一 方面 , 对 于 准备 深入 研究 这 个 专题 的 读者 提供 一 个 开端 . 
如 书 名 所 说 , 这 是 一 个 “ 导 引 ”. 就 像 旅行 的 导游 一 样 , 指出 一 些 景点 
和 路 线 . 所 以 我 们 并 没有 提供 每 一 条 定理 的 详细 证 明 , 反而 比较 注意 
解释 定义 及 例子 .我 们 相信 , 要 真正 地 了 解 这 套 技术 , 最 好 还 是 在 适 
当 的 时 候 阅读 原始 文献 . 所 以 我 们 没有 必要 重复 所 有 的 原文 . 模 曲 线 
只 不 过 是 这 方面 理论 的 起 步 , 进一步 便 是 研究 一 般 的 志 村 簇 作为 模 空 
间 及 其 对 于 自 守 表示 的 应 用 , 这 套 理 论 是 Langlands 纲领 的 中 心 对 象 
之 一 , 正在 迅速 发 展 之 中 . 读者 在 读 过 本 书 之 后 可 以 看 懂 参 考 文献 中 
的 Katz 和 Mazur, Harris 和 Taylor, Faltings MÆRK, Drinfeld 以 及 
Lafforgue 等 人 的 工作 . Mazur 得 1982 年 Cole 奖 ; Faltings 得 1986 年 
菲 尔 效 奖 ; Taylor 获得 2002 年 Cole 奖 ; 2001 年 Fermat 奖 及 2007 年 
邵 逸 夫 奖 ; Drinfeld 得 1990 年 菲 尔 兹 奖 ; Lafforgue 得 2002 FIERA 
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奖 ; Langlands 得 1982 年 Cole X; 1995 年 Wolf 奖 ; 2005 Œ Steels 奖 ; 
2006 年 Nemmers 奖 ; 2007 FARA. 

当然 有 人 说 既然 都 是 外 文 资 料 , 发 表 文 章 也 是 用 外 语 , 何不 用 英 
语 写 此 书 呢 ? 我 们 觉得 一 方面 我 国学 生 看 中 文 比较 快 , 另 一 方面 我 们 
认为 一 个 文化 、 民 族 没有 自己 的 科技 语言 是 没有 希望 的 ， 所 以 需要 
用 中 文 写 的 基础 数学 书 . 借 此 开发 中 文 数学 语言 . 又 有 人 认为 网 上 什 
LRA, 何必 写 书 呢 ? 我 们 的 回应 是 : 你 在 网 上 输入 一 个 专题 ， 得 到 
很 多 的 资料 , 你 根本 就 不 知 从 何 开始 . 年 青 人 需要 一 些 基 本 教材 帮助 
他 们 走 第 一 步 , 让 他 们 可 以 进入 重要 的 研究 所 里 . 这 是 科教 兴国 的 一 
条 路 . 

本 书 的 第 一 个 目的 是 向 读者 解释 代数 几何 学 里 模 参数 空间 的 意 
义 . 据 我 们 所 知 本 书 是 全 国 第 一 部 介绍 这 个 理论 的 书 . 我 们 也 从 未 看 
到 过 一 本 喘 法 德 意 日 文 像 本 书 一 样 的 专著 . 本 书 所 谈 的 这 套 理论 中 所 
谓 模 参数 空间 问题 是 指 怎样 去 理解 一 个 函 子 在 具有 什么 代数 结构 的 
范畴 上 的 可 表 性 . 所 以 我 们 的 第 一 章 从 可 表 函 子 出 发 , 顺便 了 解 群 概 
形 这 一 概念 (椭圆 曲线 就 是 群 概 形 ), 然后 利用 线性 变换 作为 例子 , 介 
绍 模 空间 (第 2 章 ) 作为 可 表 函 子 这 一 观念 ， 对 第 一 次 学 习 这 个 理 
论 的 同学 来 说 这 并 不 容易 ， 因 为 这 和 过 去 所 学 的 太 不 同 了 ， 我 们 只 
能 鼓励 同学 们 不 要 放弃 . 事实 上 , 自 改革 开放 以 来 , 除了 几 个 重点 院 
校 之 外 ， 大 学 水 平 的 代数 教育 ， 相 对 于 其 他 数学 专业 ， 是 发 展 得 比较 
慢 的 . 

一 个 函 子 的 可 表 性 是 受 这 个 函 子 定义 在 什么 范畴 上 所 影响 . 所 以 
下 一 步 便 是 讨论 这 些 范畴 应 该 具有 的 代数 结构 . 在 第 3 章 我 们 从 连续 
函数 开始 , 引入 Grothendieck 拓扑 以 及 用 这 个 拓扑 所 定义 的 层 (sheaf). 
作为 深入 了 解 这 个 概念 的 第 一 个 重要 工具 就 是 平坦 下 降 法 ( 见 参考 文 
献 Grothendieck [FGA]), 对 此 本 章 是 有 详细 证 明 的 . 

第 4 ARMAS (stack) 的 概念 . 一 般 的 模 曲线 就 是 一 个 玲 ( 见 
参考 文献 Deligne 和 Rapoport). 在 2010 年 得 菲 尔 兹 奖 的 Ngo 的 工作 
中 登 的 理论 是 基本 的 工具 . 

Hilbert HFF Picard 函 子 是 代数 几何 中 经 常 使 用 的 工具 , 它们 
算是 最 重要 的 可 表 函 子 了 ! 在 第 5 章 我 们 依照 Grothendieck ( 见 参考 
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文献 Grothendieck [FGA]) 用 射影 几何 的 方法 构造 Hilbert BT, 即 利 
用 Grassmann $& (及 m- 正 则 性 ) 实现 Hilbert 函 子 . 本 章 亦 有 详细 证 
8j. 第 6 章 讨论 Picard AF, 并 顺便 用 现代 语言 介绍 Jacobian 一 一 
参看 Serre [Ser88]. Serre 在 模 曲线 理论 方面 有 非常 重要 基本 性 的 工作 . 
Serre 获得 1954 FFERR, 1985 Æ Balzan 奖 , 2000 年 Wolf 奖 , 2003 
年 Abel X. 

有 了 以 上 的 背景 就 可 以 明白 模 曲线 的 算术 几何 定义 了 , 这 就 是 第 
7 章 的 内 容 . 习惯 上 我 们 考虑 定义 在 一 个 域 k 上 的 椭圆 曲线 E, 它 实际 
上 是 在 一 点 so (Spec k) 上 的 曲线 . 为 了 了 解 椭圆 曲线 的 结构 , 我 们 需 
要 考虑 E E so 附近 的 变化 . 这 就 导致 了 在 一 个 概 形 S 上 的 椭圆 曲线 ， 
这 是 第 7 章 87.1 中 的 话题 (这 也 是 为 什么 我 们 在 第 一 章 81.3 中 讨论 
5- 概 形 以 及 在 第 6 Æ 86.2 中 讨论 相对 除 子 的 原因 ). 作为 椭圆 曲线 的 初 
等 例子 , 我 们 在 此 节 也 介绍 了 怎样 利用 Weierstrass 方程 解决 一 个 椭圆 
曲线 的 可 表 函 子 问 题 . 若 以 5 记 复 上 半 平 面 ,TT 记 SL(2, Z), Y id H/T, 
则 经 典 的 模 形式 f 便 是 定义 在 这 个 黎 曼 面 Y 上 的 函数 , 而 这 个 Y 就 是 
我 们 所 讨论 的 模 曲 线 的 复数 点 . 为 了 了 解 lim f(z), 我 们 需要 在 了 上 
添加 一 个 点 oo, 得 到 紧 黎 曼 面 X. 同样 , 为 了 紧 化 (compactify) 用 可 表 
函 子 所 定义 的 模 曲线 , 我 们 便 在 第 7 章 87.2 中 引入 Deligne-Rapoport 
的 广义 椭圆 曲线 . 上 述 的 经 典 的 模 形式 f 在 无 穷 远 处 的 性 质 可 用 它 的 
Fourier 展开 : f(z) = ang” (其 中 gq =e?) 来 描述 . 这 样 的 表达 式 在 
几何 理论 中 是 什么 呢 ? 为 了 解答 这 个 问题 , 我 们 在 第 九 章 引 入 椭圆 曲 
线 的 Tate 理论 . Tate 获得 1956 年 Cole 奖 和 2010 年 Abel X. 

在 此 之 前 我 们 温习 了 一 下 微分 形式 的 代数 理论 . 这 也 是 Grothend- 
ieck 的 工作 . 我 们 讲 的 是 Katz-Oda 的 结果 . 此 章 最 后 介绍 Kodaira- 
Spencer BRAY, 这 是 用 来 定义 尖 形 式 的 工具 , 有 关 这 方面 的 近日 的 工作 
见 参考 文献 [Fal 99]. 

第 8 章 是 从 谱 序列 开始 的 , 原因 是 我 们 在 大 学 几乎 不 学 代数 拓扑 
了 . 老实 说 : 交换 代数 是 代数 几何 的 基础 , 而 同调 代数 是 代数 几何 的 工 
R. 学 习 代数 几何 是 不 能 不 学 交换 代数 和 同调 代数 的 . 

最 后 我 们 把 读者 带 到 第 10 章 : 将 模 形式 看 做 用 可 表 函 子 所 定义 的 
模 曲 线 上 的 微分 形式 , 并 且 给 出 其 Hecke ATF. 


ON 


Deligne 于 1969 年 2 月 在 Bourbaki Seminar 发 表 了 他 给 出 的 
Ramanujan 猜想 的 证 明 . 在 这 篇 文章 里 他 利用 了 模 曲线 作为 椭圆 曲线 
的 模 空间 , 把 模 形式 看 做 这 个 模 空 间 上 的 微分 形式 , 把 Hecke RFA 
做 椭圆 曲线 类 的 运算 , 把 模 形式 的 Fourier 系数 的 估 值 化 为 代数 几何 
中 的 一 个 上 同调 群 上 的 算 子 的 特征 根 的 估 值 , 这 样 便 从 Weil 猜想 推出 
Ramanujan 猜想 . 本 书 的 目的 是 提供 一 些 背 景 知识 希望 帮助 读者 了 解 
这 些 成 果 . Deligne 获得 1978 FIERA, 1988 年 Crafoord X, 2004 
年 Balzan 奖 , 2008 年 Wolf %, 2013 年 Abel %. 我 们 会 以 介绍 Deligne 
这 个 证 明 结束 本 书 . 

书 中 关于 模 空 间 与 可 表 函 子 的 理论 几乎 完全 是 由 Grothendieck JF 
创 的 , 它 的 发 展 深 受 他 的 影响 . 特此 向 他 致敬 . Grothendieck 在 1966 年 
FERAL. 

本 书 的 第 一 版 在 2004 年 出 版 . 丁 石 孙 教 授 对 于 本 书 给 予 了 高 度 的 
重视 和 热情 的 鼓励 ; 北京 大 学 出 版 社 的 印 淑 清 编审 为 本 书 的 出 版 作 了 
杰出 的 工作 ; 北京 大 学 数学 科学 学 院 和 数学 研究 所 给 予 了 大 力 支 持 , 在 
此 我 们 对 于 他 们 深 表 谢意 . 我 们 感谢 北京 大 学 张 继 平 教授 、 清 华 大 学 
冯 克 勤 教授 和 首都 师范 大 学 李 庆 上 忠 教授 的 支持 以 及 北京 大 学 出 版 社 陈 
小 红 副 编审 和 尹 照 原 编辑 的 协助 让 第 二 版 顺利 出 版 

本 书 部 分 原 是 1975 年 黎 景 辉 在 美国 加 大 UCLA 所 开 的 研究 生 课 
程 的 讲义 . 应 广州 中 山大 学 出 版 社 之 约 , EROR E; EHE. SEL HERE 
了 此 讲义 的 初等 部 分 , 于 1985 年 交 稿 , 没有 付 印 . 2000 年 冬 黎 景 辉 在 
北大 重 开 此 课 . 黎 景 辉 与 赵 春来 合作 , 引进 新 资料 , 完成 此 书 . 

这 是 第 二 版 . 首先 , 我 们 更 正 了 一 些 由 Tex 引起 的 误 印 . 第 二 , 回 
应 第 一 版 的 读者 在 网 上 的 要 求 , 在 第 1 章 我 们 改 从 范畴 的 定义 开始 和 
增加 了 一 节 讲 Abel 范畴 . 并 且 在 第 4 章 加 入 2- 范 畴 理念 和 补充 了 形 
AERE. 在 第 3 章 加 入 层 范 畴 及 上 同调 群 . 在 第 7 章 补 上 椭圆 
曲线 的 一 些 资料 . 在 第 10 章 加 入 Ramanujan 猜想 的 证 明 . 这 对 读者 
比较 方便 . A=, 我 们 在 适当 的 地 方 加 入 国内 外 新 出 的 参考 资料 和 新 的 
诠释 以 增 理解 . 这 样 全 书 就 更 加 完整 . 

本 书 可 供 数学 系 研究 生 作为 教材 , 也 可 供 从 事 数 论 、 代 数 几 何等 
专业 的 数学 工作 者 使 用 . 


Vi 模 曲线 导 引 


由 于 作者 的 水 平 有 限 , 加 之 时 间 仓 促 , 书 中 难免 有 错误 和 不 当 之 
处 , 敬 请 读者 给 予 指正 和 更 正 . 


EN 
2013 年 5 月 于 首都 师范 大 学 
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第 1 章 范 RS 


Grothendieck 在 他 的 代数 几何 理论 中 常用 范畴 的 语言 来 总 结 一 些 
AUR. 比如 , 仿 射 概 形 范 畴 等 价 于 交换 环 范畴 ; 又 如 , 设 4 为 交换 环 ， 
X = Spec A, 则 4- 模 范畴 等 价 于 拟 凝聚 Ox- 模 范畴 , 并 且 A 的 理想 对 
应 于 X 的 闭 子 概 形 . 

可 表 函 子 是 代数 几何 里 的 中 心 概 念 . 判定 某 个 函 子 是 否 为 可 表 函 
子 是 一 个 重要 的 问题 . 我 们 将 用 可 表 函 子 处 理 模 曲线 问题 . 本 章 将 介绍 
可 表 函 子 的 概念 和 一 些 基本 性 质 . 

在 本 书 中 , 除了 特别 声明 之 外 , 所 有 的 环 都 是 指 有 1 的 交换 环 . 


81.1 K Ff 


1.1.1 ”范畴 的 概念 


我 们 首先 回顾 范畴 理论 中 的 一 些 记号 和 基本 概念 . 

一 个 范畴 (category) € 包含 以 下 资料 : 

(1) 给 定 一 个 集合 |El, 我 们 称 这 个 集合 里 的 元 素 为 范畴 C 的 对 
象 (object), 我 们 又 记 这 个 集合 为 Obj €. 

(2) 对 应 于 |e| 内 任 一 对 元 素 (A, B) 给 定 一 个 集合 [4, Ble. 我 们 
称 这 个 集合 里 的 元 素 为 范畴 CAB A 到 B 的 态 射 (morphism). 我 们 
又 记 这 个 集合 为 Home (4, B) 或 More(A, B) 或 €(A, B). 我 们 引入 记 


ri 


Ec 


Mor(€) — U Home(A, B). 
A,Be|e| 


(3) 对 应 于 |e| 内 任意 三 个 元 素 (4, B,C) 给 定 一 个 映射 


[B, C]e x (A. Ble — (A, Cle, 
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我 们 用 下 面 的 符号 来 记 这 个 映射 的 计算 : 
(g, f) ^ go f — of. 


BATE go f ABY g, f 的 合成 (composition), 我 们 要 求 以 上 的 资料 满 
足以 下 的 条 件 : 

(a) 如 果 (A, B) z (C, D), W [4, Ble n [A, Ble HAR. 

(b) 4 f,g,h 为 范畴 C 的 态 射 并 且 (hg) f 是 有 定义 的 , 则 (hg) f = 
h(gf). 

(c) 对 任 一 对 象 B c Je], 存在 态 射 1g € [B, Ble, 使 得 对 任意 的 
f € [A, Ble Rg € [B, C]e RWE laf =f A glg =g. 

设 有 范畴 CB. F Obj B c Obj €, 对 任意 的 A,B € Obj 8, 
Homg(A, B) C Home(A, B) 及 €,98 有 相同 的 合成 映射 , 则 称 BA 
€ 的 子 范畴 (subcategory). 再 者 ， 如 果 对 任意 的 A.B € Obj B 有 
Homg(A, B) = Home(A, B), WK BA € 的 全 子 范畴 (full subcate- 
gory). 

下 面 举 一 些 例子 : 

(1) 集合 范畴 Sets 的 对 和 象 就 是 集合 . 对 任意 两 个 集合 A,B, W 
Homsets(4, B) 是 由 所 有 从 A 到 B 的 集合 映射 组 成 的 . 而 gof 是 
通常 集合 映射 的 合成 . 

(2) 把 所 有 的 群 放 在 一 起 得 到 ||. 对 任意 两 个 群 ALB, 所 有 从 A 
到 B 的 群 同 态 组 成 Home (4, B). go f 是 映射 的 合成 . 这 样 我 们 就 得 
到 了 群 范畴 6. 

(3) 把 所 有 的 拓扑 空间 放 在 一 起 得 到 ||， 对 任意 两 个 拓扑 空间 
A, B, 所 有 从 A 到 B 的 连续 映射 组 成 Homs(4, B). go f 是 映射 的 合 
成 . 这 样 我 们 就 得 到 了 拓扑 空间 范畴 T. 

(4) 把 所 有 的 拓扑 群 放 在 一 起 得 到 |xG6|. 对 任意 两 个 拓扑 群 4, B, 
所 有 从 A 到 B 的 连续 群 同 态 组 成 Homse(4,B). go f 是 映射 的 合成 . 
这 样 我 们 就 得 到 了 拓扑 群 范畴 TO. 

注 在 范畴 论 中 会 出 现 非 常 大 的 集合 , 因而 可 能 会 引起 逻辑 的 矛 
E. 一 个 方法 是 引进 类 (class) 和 集合 (set). 类 的 元 素 可 以 是 集合 . 详情 
可 见 Bourbaki, Set Theory 或 讨论 von Neumann—Bernays—Gédel Æ 
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合 论 的 教材 . 一 般 范 畴 的 定义 假设 Mor(€) 是 一 个 类 . 
1.1.2 Hf 

Wc, D 是 两 个 范畴 , HC BD 的 一 个 ( 共 变 (covariant) ) HF 
(functor) F 是 指 : 

(1) 对 于 E 的 任 一 对 象 X, F 规定 了 中 的 相应 的 对 象 F(X); 

(2) 设 X,Y 为 上 的 任意 二 对 象 . 对 于 任 一 f € [X,Y], F 规定 了 
[F(X), F(Y)] 中 的 一 个 元 素 (AN) F), 满足 

F(go f) = F(g) o F(f), Vf e[X,Y], 9 e[Y, Z) 
以 及 
F(1x) = lr(x). 

如 果 将 上 述 的 条 件 (2) 改 为 

(2) 对 于 任 一 € [X,Y], F MET [F(Y), F(X] 中 的 一 个 元 素 
( 态 射 ) F(f), 满足 

F(gof)=F(f)oF(g), Y f €[X,Y], g €(Y.Z] 
以 及 
F(1x) = 1px), 

则 称 F AH EaD 的 一 个 反 变 函 子 (contravariant functor). 

设 CPP e 的 反 范畴 , 即 规定 Homeops (X,Y) = Home(Y, X). 则 
由 范畴 e 到 范畴 D 的 反 变 函 子 可 以 视 为 由 CPP 到 oD 的 共 变 函 子 . 

KF:€3D 是 一 个 函 子 . 如 果 存 在 函 子 

G:D-€, 


WE: 对 于 € 的 任 一 对 象 X, D 的 任 一 对 象 了 以 及 所 有 的 f € [X, XI], 
g € [YY] (X 为 EC 的 任 一 对 象 ,Y' 为 的 任 一 对 象 ), 都 有 


G(F(X)-X, F(GY))=Y, G(F(f)) =f, F(G(g)- as. 


WK F FE € 到 D 的 一 个 同 构 (isomorphism), 同时 也 称 € 5 9D 同 
构 . 
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联系 两 个 函 子 的 概念 是 “ 函 子 态 射 ” (或 “自然 变换 ” (natural 
transformation)). 设 € 和 9 为 两 个 范畴 , FAG AH ¢ BD 的 两 个 
BT. 由 下 到 G 的 一 个 函 子 态 射 (functorial morphism) 6 是 指 : 对 于 
€ 的 任 一 对 象 X, 给 定 一 个 态 射 Bx : F(X) 一 G(X), 使 得 下 面 的 图 表 
交换 : 


Px 


F(X) $> 


F(Yj-. 


其 中 X, 了 为 上 的 任意 两 个 对 象 , /为 X BY 的 任 一 态 射 ， 我 们 
记 函 子 态 射 OAS: FG. XÆ oy: F(X) 一 G(X) 写 做 
DX: FX 一 GX. 当 所 有 ex 是 同 构 时 我 们 说 函 子 态 射 © 是 同 构 
(isomorphism) 或 自然 同 构 (natural isomorphism). 

由 五 到 G KRATERE Homem) (F, G) 或 [F, G]. 

利用 函 子 态 射 的 语言 可 以 简化 前 面 给 出 的 范畴 的 同 构 定 义 的 叙述 ， 
还 可 以 进一步 定义 范畴 的 等 价 . 

我 们 称 函 子 了 :EC 一 D 为 一 个 范畴 同 构 (isomorphism), 若 存 在 函 
子 5:nD 一 5, 使 得 


ST=le 以 及 lo = 了 9. 


RIKAT T:E D 为 一 个 范畴 等 价 (equivalence), 若 存 在 函 子 
8:2 一 C 和 同 构 


STxle 以 及 ly TS. 


一 个 函 子 7 : € D 的 像 (image) 是 指 9 的 全 子 范畴 e 使 得 
Obj € = (T(X) | X € Obj €. BF T 的 要 像 (essential image) 是 
指 9 的 全 子 范畴 @ EEE YcObjo RA X cObje, Y 5 T(X) 
同 构 , WY e Obj e". di T 的 要 像 等 于 o, 则 称 函 子 T 为 要 满 函 
"f (essentially surjective functor). 


我 们 称 函 子 T 是 忠实 的 (faithful), 如 果 由 任意 对 象 4,B € Obj € 
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所 定义 的 映射 


T : Home(A, B) — Homa(T(A), T(B)) 
(A -b B) — (r(4) 4 (B) 


是 单 射 . 如 果 这 个 映射 是 满 的 , 则 说 函 子 T 是 全 的 (full). 
可 以 证 明 函 子 T ESNAERA T 是 全 忠实 的 , 并 且 是 要 满 的 . 
范畴 , ECT, 自然 变换 这 些 概念 最 早 是 由 Eilenberg 和 Mac Lane 
在 代数 拓扑 学 的 研究 中 引进 的 ( 见 Relations between homology and 
homotopy groups of spaces, Annals of Mathematics 46 (1945), 480— 


509). 
1.1.3 Yoneda 引 理 


以 下 讨论 “Yoneda 引 理 ”, 它 在 可 表 函 子 的 研究 中 有 基本 的 重要 
性 . 
如 通常 一 样 , 以 Sets 记 和 集合 组 成 的 范畴 . we € 为 一 个 范畴 . 则 对 
FfE— X € Obj €, 有 (HB) MF 
hx : €°PP — Sets, 
Y + Home(Y, X). 


对 于 cope 中 的 任 一 态 射 f:Z-—Y(ecHomeos(Y, Z)), hx 在 其 上 的 作 
用 是 自然 的 : 


hx(f): Home(Y, X) 一 Home(Z, X), 
ggof. 


当然 , hx 也 是 由 C 到 Sets 的 一 个 反 变 函 子 . 
KF: € Sets 为 任 一 反 变 函 子 , 8 € [hx, F] 为 任 一 函 子 态 射 ， 
即 对 于 C 的 任 一 对 像 Y, 有 范畴 Sets 中 的 态 射 


y: hx(Y) 5 F(Y), 
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使 得 对 于 任 一 态 射 f: Y' S Y, 下 面 的 图 表 交 换 : 


hx(Y) = [Y, X] — F(Y) 
«| F(f) 
hx(Y*) = [Y', X] —S F(Y") 
ERY = X, W hx(X) = [X, X] 中 的 恒 同 映射 1x ESH ox 下 有 像 
$x(1x) € F(X). 
引 理 1.1(Yoneda) 在 上 述 记 号 下 , 有 一 一 对 应 
[hx, F] > F(X) 
$ 一 $ x (1x). 
这 就 是 说 , 由 hx IF 的 函 子 态 射 完全 被 X ESI S hF 
态 射 下 的 像 所 决定 . 
证 明 ”将 引 理 中 的 映射 记 为 a: [hx, FJ F(X). 我 们 只 需 给 出 
a FERRENT. 
为 了 定义 逆 映 射 6 : F(X) [hx,F], 需要 规定 集合 F(X) 中 的 
任 一 元 素 a 在 8 FRB bla) € [hx, F), WIFE Y € Obj e, 要 规 
定 B(a)y € [hx (Y), F(Y)]. 设 


f: Y 2 X(€ hx(Y) = Home(Y, X)), 


定义 


我 们 首先 说 明 (a) 是 函 子 态 射 , 即 验证 下 面 的 图 表 交 换 ; 


B(a)v 


hx(Y) = [Y, X] — F(Y) 
hx(g) F(g) 
hx(¥") = [Y', x] Ot Fry’) 
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ERY, Y 为 上 的 任意 两 个 对 象 , "9 : Y 一 了 为 任 一 态 射 . PEE, 
对 于 任 一 k: Y o X(e hx(Y)), 有 


F(g)(8(a)v (k)) = F(g)(F(k)(a)) = F(k o g)(a), 


B(a)v (hx (g)(k)) = B(a)v«(k o g) = F(k o g)(a). 


这 就 证 明了 图 表 的 交换 性 
下 面 证 明 8 o AYR. 
一 方面 , 容易 看 出 aob = 1p(x). 事实 上 , 对 于 任 一 ae F(X), 由 
o, 6 的 定义 以 及 函 子 的 定义 性 质 ( 将 恒 同 态 射 映 为 恒 同 态 射 ), 有 


a(B(a)) = 8(a)x (1x) = F(1x)(a) = 1r(x)(a) = a. 


另 一 方面 , 我 们 要 证 明 boa = 1j, pj, 即 对 于 任 一 € [hx, F], 
有 B(a(®)) = ©; 亦 即 对 于 任 一 Ye Obj c, 有 Ba(@))y = Oy. 设 
f:YoX(ehx(Y)) Bi 


B(a(®))y (f) = F(f)(o(9)) = F(F)(9x (1x). 
由 于 © c [hx, F], 所 以 有 交换 图 表 


hal X) = [RX F(X) 
hx(f) F(f) 
hx(Y) = [Y, X] “> F(Y) 
故 
F(f)(6x(1x)) = y (hx (f)(1x)) = y (f). 


于 是 
B(a(®))y(f) =Oy(f), Vf €hx(Y). 


这 就 完成 了 引 理 的 证 明 . 口 
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12.3 ”定义 


EX 1.1 RF EdpitwbC BIH Sets -MARAT 如 果 存 
Æ X € Obj €, 4444 F 5 hx 同 构 , 则 称 下 为 可 表 函 子 (representable 
functor). F 的 一 个 表示 (representation) 是 指 一 个 函 子 同 构 p: hx 一 
下 .此 时 我 们 也 称 斑 由 X 代表 (represented by X). 

说 明 WR F 是 一 个 可 表 函 子 , 根据 Yoneda 引 理 可 知 : F 的 任 
一 表示 p: hx 一 下 完全 由 X € Objc 以 及 px(1x) MRE. 此 时 我 
们 称 ox (1x) 为 下 一 个 泛 元 (universal element), WX ur. 

下 面 的 定理 说 明了 泛 元 的 泛 性 质 . 

定理 1.2 dp: hx —DF ARRHF F: € Sets 的 一 个 表 
T, ur = px(1x) 为 泛 元 . 则 对 于 任 一 cE F(Y) (Rp Y A EC 的 任 一 
对 象 ), 存在 唯一 的 态 射 J e [YX], 使 得 c= F(f)(ur). 

证 明 HEX, hx(Y) = [YX]. 另 一 方面 , ET p: hx 一 下 为 
函 子 同 构 , 故 有 交换 图 表 


其 中 g: Y> X € [YX] 为 任 一 态 射 ， 由 于 py 为 同 构 ， 故 对 于 
c € F(Y), 存在 f € hx(y), 满足 py(f) 2 c. BR f = hx(f)ux). 于 
是 


c= py (hx (f)(1x)). 


在 上 面 的 交换 图 表 中 取 9 = f, 则 有 


c= py (hx (f)(1x)) = F(f)(ex(1x)) = F(f)(ur). 
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下 面 证 明 f 的 唯一 性 . Hg: Y X 满足 c= F(g)(ur), W 
c= F(g)(px(1x)) = py(hx(g)(1x)). 又 有 


c= py (hx (F)1x)), 
故 
py (hx (g)(1x)) = ev (hx (f)(1x))- 
而 PY 是 同 构 ， 所 以 
hx(g)(1x) = hx(f)(1x), 
Bl 9 = f. 口 
我 们 回顾 范畴 论 中 的 一 个 简单 的 事实 , BU: 所 有 的 范畴 都 可 以 视 
为 函 子 的 范畴 . 准确 地 说 , 有 下 面 的 定理 . 
定理 1.3 KC EHS, 以 Funct(C?PP,Sets) 记 由 CPP 到 
Sets HB FH AK. 定义 态 射 
h: € — Funct(€°P?, Sets), 
X = h(X) = hx, 
(X ŻY) e hlf): | hides 
Lire. xe yY). 
则 映射 
Obj € — Obj Funct, 
X = hx 
是 单 射 , FLA 是 全 忠实 的 (fully faithful) ( 即 对 于 任意 的 X, Y € Obj €, 


Home(X, Y) 一 Hompunct (hx, hy), 
fo h(f) 


都 是 双 射 ). 
读者 可 自行 证 明 此 定理 . 
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这 个 定理 告诉 我 们 : 函 子 的 概念 更 具有 基本 的 重要 性 和 普 适 性 , VF 
多 论述 都 可 以 用 函 子 的 语言 来 表达 . 例如 , 在 代数 几何 中 , 考虑 概 形 范 
NÉ Sch. X V = Spec (k[zi,--- ,zn]/p) 是 代数 闭 域 x 上 的 一 个 仿 射 概 
JE, HP 为 多 项 式 环 klei ,zn] 的 一 个 素 理想 . 则 Y 的 闭 点 对 应 
于 k[z1,… ,zn] 内 包含 p 的 极 大 理想 m, 也 就 对 应 于 k- 代数 同 态 : 


k[vi,-++ ,£n]/p — k[zi,--- , z4]/m (= k). 
这 就 是 说 , Y 的 闭 点 集合 可 以 等 同 于 概 形 的 态 射 集合 
Homscn (Spec k, V). 


一 般 地 , Wt X 是 一 个 概 形 . 考虑 由 Sch 到 Sets 的 反 变 函 子 hx € 
Funct((Sch)°??, Sets), 其 定义 如 下 : 
hx : (Sch)°PP — Sets, 
Y Homgen(Y, X), 


(Y' LY) 5 (Homsa(Y, X) 5 Homge,(Y’, X)), 
其 中 f* 定义 为 : 对 于 任 一 9 : 工 一 X(e Homsa(Y, X)), 
f'(g) = go f(e Homsa(Y'", X)). 


代数 几何 中 的 一 个 重要 的 问题 就 是 : Funct ((Sch)°??, Sets) 的 对 象 (A 
CT) F 满足 怎样 的 条 件 才 能 同 构 于 hx (X 为 某 个 概 形 )?” 即 在 什么 条 
件 下 FH AER T? WR F 为 可 表 函 子 , WF 便 有 代数 几何 的 内 涵 . 
下 面 我 们 给 出 可 表 函 子 的 一 个 例子 . 
设 有 范畴 J, € NET F:23 € 对 于 XeObjc, 定义 常 值 函 
"f (constant functor) cx : J — € W F: MF I € Obj 3, $ cx(1) =X; 
对 于 a € Mor 2, $ cx(a) = idx. 这 样 就 得 到 一 个 共 变 函 子 : 


€ — Sets, 


Xo Hom(s,ej(F, cx). 


81.2 T Ri f 11 


以 lim F 记 此 函 子 ， 如 果 此 函 子 可 表 , WEE L eE Obje URGE 
Hom3,¢)(F, cr), 使 得 对 于 任 一 函 子 态 射 x : F 一 ex, 存在 唯一 的 态 
Bb: LoX We x= wog 此 时 有 双 射 


Hom3,¢)(F, cr) — Home(L, X). 


我 们 亦 以 lim F id L (于 是 上 面 的 函 子 态 射 即 是 v), 以 Ab 记 交 换 群 
Tg. 
命题 1.4 atA F: I 一 Ab, lim F TŽ. 
证 明 X20 HS a: i> j, HA ce F(i), ye F() 满足 
F(o)z = y, WH z—y e F(i) e F(j) 作为 集合 五 中 的 元 素 . U Rid 
E 在 群 Qes FO 中 生成 的 子 群 . 取 工 = Oiz F(i)/R 即 可 . o 


1.2.2 ”伴随 函 子 


与 可 表 函 子 相 关 的 一 个 重要 的 结构 是 伴随 函 子 . 常常 我 们 知道 一 
个 函 子 有 某 种 性 质 是 利用 它 是 伴随 函 子 . 

我 们 说 两 个 函 子 L: % 一 , R:A— 加 有 伴随 关系 (adjunction)， 
如 果 存 在 自然 同 构 


p = ppa: Mora(LB, A) — Mors(B, RA), 


此 同 构 对 于 A.B 分别 都 是 函 子 态 射 ， 这 就 是 说 ， 比 如 固定 A, 则 有 
B 一 Sets 的 函 子 。 一 Mores(+, RA) RAT + — Morg(Le, A), M pea 
是 这 两 个 函 子 之 间 的 自然 同 构 . 我 们 以 p: Lik: AB 记 此 伴随 
关系 : 此 时 我 们 说 工 : BoA RAB HALRB F (left adjoint 
functor), R : A 5 BEL: B — A RAIET (right adjoint functor). 

定理 15 (1) BHF R:A-BAAEMATFHADPLESER 
每 个 B € Obj (B) Fr x $9 BF Mors (B, Re): A — Sets ETA 
F. 选 定 这 个 通 子 的 代表 (iA LB) 及 表示 


pp : Mora (LB, *) 5 Mors(B, R°), 
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则 B LB 为 函 子 , ŽE p 为 所 求 的 伴随 关系 . 如 果 从 别 的 选择 而 得 
到 
ps : Morg(L'B, *) 5 Morg (B, R*), 


则 存在 唯一 的 同 构 Kk: LS L 使 得 Mora(kB,*) = pB pg. 特别 地 ， 
E RR 有 左 伴随 函 子 , 则 除 同 构 外 RR 的 左 伴 随 函 子 是 唯一 决定 的 . 

(2) BF Mora (B, R*) 是 可 表 的 充分 必要 条 件 是 存在 具有 以 下 泛 
性 质 的 ZIB CU fo np : B 5 RLB: 对 于 每 个 A € Obj 和 每 个 
g: Bo RA, 存在 处 中 唯一 的 了 :LB 一 A 使 得 下 图 表 交 换 : 


Rf 
RLB RA 


AM 


B 


并 有 自然 变换 
n:1- RL. 
称 为 伴随 关系 p: LAR 的 单位 (unit). 
(3) 7 由 Yoneda 双 射 所 决定 : 


"B = pB,LB(1LB). 


同样 地 , L 有 右 伴 随 函 子 的 充分 必要 条 件 是 Mora(L。, A) : BPP 一 
Sets HARAT. 于 是 有 映射 ca: LRA 一 A 满足 以 下 的 泛 性 质 : 对 
于 内 的 每 一 个 态 射 f: LB A, 存在 唯一 的 g: B 一 RA € Mor, 
使 得 下 图 表 交 换 : 


Lg 


LB LRA 
A 


称 自 然 同 构 e: LR 5 1 为 此 伴随 关系 的 余 单 位 (counit), 并 且 


€A = Pra A(1 nA). 
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我 们 称 单位 和 余 单 位 为 伴随 映射 (adjunction map). 可 以 证 明 如 果 
LAR, W 

(1) L J& S CER T SAMS 1= RL; 

(2) R 是 全 忠实 函 子 当 且 仅 当 LR 2 1. 


81.3 th R 


1.3.1 图表 


一 个 定向 图 (oriented graph) X 由 两 个 集合 Ay (HRA), Vo (M 
点 集合 ) 和 两 个 映射 oe: As 一 Ve ( 取 箭 的 起 点 , 终点 ) 组 成 . 一 个 范 
BS c 中 的 2 型 图 表 (diagram of type X) D 包含 下 述 两 个 资料 : 

(1) WR i € Vs (MA), WA D(i) € Obj €; 

(2) WR a € As (Bi), WA D(a) : D(o(a)) 一 D(e(a)) € More. 
1.3.2 ”极限 

i x 是 一 个 定向 图 , T 是 范畴 e 中 的 一 个 OMAR. 范畴 e 的 
一 个 对 象 工 是 了 的 一 个 极限 (limit), WR 

(1) 对 每 一 顶点 i € Ve 存在 一 态 射 Ni : 工 一 了 (i), 使 得 对 于 任 一 
a€ Ay 下 面 的 图 表 交 换 : 


age)» CO) 
L zo 
^e" T(e(a)) 


(2) 车 有 ¢ 内 的 一 组 态 射 &; :Y 一 T(i) (Vi e Vs), 使 得 下 面 的 图 
表 交 换 : 
&« 1 (a) 


T (a) 


®© — T(e(a) 
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则 在 & 中 存在 唯一 的 态 射 1 :Y 一 工 使 得 下 面 的 图 表 交 换 : 


T(a) 


有 时 我 们 把 极限 LEX lims T. 
极限 的 一 个 重要 性 质 是 它 与 右 伴随 函 子 可 交换 . 即 如 果 有 伴随 关 
ALAR FARE limsT FE, 则 


R(limgT) = limp RT. 


RA I 上 一 个 偏 序 “ 和 ”是 具有 自 反 性 , 反对 称 性 和 传递 性 的 二 元 
RA. 我 们 可 以 按 以 下 办 法 把 一 个 偏 序 集 I 看 成 为 一 个 定向 图 Y: 先 把 
了 看 做 为 顶点 集合 Vo, 然后 每 当 i < ; 时 便 认 为 有 箭 ji KRU 
€ 中 的 一 个 D-RAM 由 以 下 条 件 组 成 : 对 于 每 个 ie 了 有 一 个 
WR Mi, 对 于 了 中 的 每 一 对 i<j 有 上 中 的 一 个 态 射 jw; : M; 一 Mi. 
进一步 , 如 果 下 面 的 两 条 成 立 : 

(1) (ji o Hkj = uk, V i <J & ki; 

(2) ui; = 1 ( 恒 同 映射 ),v i € I. 

我 们 就 称 这 样 的 图 表 为 & 中 的 一 个 反 向 系统 (inverse system): 如 果 极 
限 lims M FE, 我 们 就 称 之 为 反 向 系统 (Mis uji} 的 反 极限 (inverse 
limit) (或 投射 极限 (projective limit)), 通常 记 为 lim Mj. 


1.3.3 HEF 
考虑 定向 图 of So. RN e pH ESSERE TUE € 的 一 


wy 


对 态 射 ACO B. 这 个 图 表 的 极限 称 为 / 和 g 的 均衡 子 (equaliser). 
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确切 地 说 ，4 二 说 B 的 一 个 均衡 子 即 是 一 个 偶 对 (G4), 其 中 天 是 
€ 的 一 个 对 象 , k: K 一 4 是 一 个 态 射 , 满足 : (1) fk = gk; (2) 对 于 所 
有 的 态 射 v: Y 一 4, WR fv = gv, 则 存在 唯一 的 态 射 内 :并 一 天 使 
得 v = kw. 如 下 面 的 交换 图 所 示 : 

f 


K-—Eea t» 


人 r4 g 
w: 
: v 


Y 

RE, ACD B 的 均衡 子 称 为 /的 核 (kernel) (如 果 € 有 零 对 象 ) 
1.3.4 积 

一 个 积 (product) (也 称 为 直 积 (direct product)) 是 由 没有 箭 的 定向 
图 所 定义 的 图 表 的 极限 . 确切 地 说 , 如 果 {Aher 是 范畴 e 中 的 一 组 对 
象 , 则 这 组 对 象 的 积 是 的 一 个 对 象 X 连带 着 一 组 态 射 pr : X — Ai, 
使 得 对 于 任意 一 组 态 射 (fi: Y 一 Ai}, 存在 唯一 的 态 射 J/:Y — X 
A prf = fi: 

Y 


BW 


Y 
Tyr 


其 中 {4ijier 的 积 记 为 [[; Ai. 
例如 , 设 c 是 一 个 范畴 并 且 设 9 e obje. 我 们 可 以 构造 一 个 新 
的 范畴 cs, 其 对 象 是 
U More(A, S). 


AEC 


态 射 是 交换 图 


ww x^ 


S 
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则 cs 中 的 “ 积 ” 对 应 着 “5 上 的 纤维 积 ”. 


1.3.5 FR 


余 极限 是 通过 把 极限 定义 中 的 箭 方 向 反 转 而 得 到 的 . 这 就 是 说 , 设 
X 是 一 个 定向 图 , T 是 范畴 € 中 的 一 个 -型 图 表 , 为 了 给 出 了 :了 一 上 
的 余 极限 (colimit) 我 们 需要 € 的 一 个 对 象 C 以 及 对 于 X 的 每 一 个 顶 
点 i 给 定 一 个 态 射 AIC — Thi), 使 得 对 于 任意 的 箭 a € Az 下 面 的 
图 交换 : 
E T(o(a)) 
C i NR T(a) 
“oO 7 T(e(a)) 
我 们 还 要 求 : 若 有 任意 一 组 态 射 6 : 4 — T (1) WE Eola) = £a) 0T (a), 
Va € Ay, 则 存在 唯一 的 态 射 f: 4 — C 使 得 所 有 的 图 交换 . 我 们 把 其 
中 的 细节 留 给 读者 去 补充 . 有 时 我 们 把 余 极限 C iA colimsT. 
余 极限 的 一 个 重要 性 质 是 它 与 左 伴随 函 子 可 交换 . 即 如 果 有 伴随 
LAR 并 且 余 极限 colimsT FÆ, Wi 


L(colimsT) = colimsLT. 


对 于 任 一 给 定 的 偏 序 集 (I, <), 我 们 可 以 构建 一 个 定向 图 Y, HU 
把 I 作为 顶点 集合 , 并 且 当 i<j 时 认为 有 箭 Ij. BiB e 中 的 以 
I 为 指标 集 的 正 向 系统 (direct system) {Mi, p} 是 指 € 中 的 一 组 对 象 
(Mi :i € I) 连同 € 中 的 一 组 态 射 pi; : Mi > Mj; (Vi < j), 满足 : 

(1) Pjk © pij = pi, Vi S 3 & k; 

(2) pu = 1 ( 恒 同 映射 ), vi e I. 
余 极 限 colimsT 称 为 正 向 系统 (Mi, pi;} 的 正极 限 (direct limit) (或 归 
纳 极限 (inductive limit)), WA lim, Mi. 

余 极 限 的 一 个 例子 是 ACB 的 余 均衡 子 (co-equaliser), 它 是 
具有 以 下 两 条 性 质 的 态 射 c : B 一 C: (i) cf = cg; (i) 对 于 任 一 满足 
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vf = vg MAH v: BOY, 存在 唯一 的 态 射 w:C OY 使 得 v= we: 


ACLTB 的 余 均衡 子 称 为 f 的 余 核 (cokernel)， 

如 果 我 们 在 积 的 定义 中 把 箭 都 反 转 过 来 , 就 得 到 余 积 . 详 言 之 , 设 
{Aj} jer 是 范畴 E 中 的 一 组 对 象 , 则 这 组 对 象 的 余 积 (coproduct) (RE 
和 (direct sum)) 是 € 中 的 一 个 对 象 连带 着 一 组 态 射 j : X 一 Aj, 使 得 
对 于 任意 一 组 态 射 (f; :Y 一 Aj}, 存在 唯一 的 态 射 f :Y 一 XX 满足 
fu 

Y 


IN 


X <— Aj 


tj 


cn 


{Aj} jer 的 余 积 记 做 Lier Aj. 
§1.4 纤维 范畴 


1.41 ”纤维 范畴 

在 Grothendieck 的 理论 子 中 常常 见 到 这 样 的 构造 : 固定 一 个 范畴 
€. FART 

gE, 

则 称 $ A € 上 的 范畴 (category over €). 

BA e 上 的 范畴 6E URAT IDG. mR f 满足 条 件 
qf =p, WK f X E- 函 子 . Hg 816 的 E- 函 子 的 全 体 记 为 Home(G, 6). 

设 $8, 6 AE, ff g: $ 一 GAM CMT. URATAH 
u: fog 满足 条 件 : FT ER € € Obj$ A 


q(u(£)) = idp(e)， 
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则 称 u 为 E- 同 态 . 
€ 上 的 两 个 范畴 $ — € 和 6 — € 的 纤维 积 (fibred product) 是 
指 一 个 范畴 ( 记 为 $ xe 6) 以 及 两 个 函 子 
$xe67$, $xe6 756, 
使 得 对 于 e 上 任 一 范畴 5 € 都 有 双 射 
Home($,$ xe 6) ^ Home(H, F) x Home(H, 6), 
h= (prioh, prac h). 
HART e E, I $ xe E' E 是 从 了 e 通过 基 变 换 (base 
change) 得 到 的 . 
wF EME, Se Obj € 则 得 到 只 含有 一 个 对 象 的 范畴 {S} 
以 及 包含 函 子 (S) E. 以 $s WAER F xe (S), MZA S TES 上 
的 纤维 (fibre). 具体 地 说 ， 
Obj ($s) = {X € Obj F| p(X) = 5}, 


$s 的 态 射 是 使 得 p(w) = ids 的 $ MAR u. 

HART 6 -全 c, 并 设 有 6 ANAH 6: yor. W 

U =p(z), V = ply), f = p(9). 
如 果 对 于 任 一 y € Obj Gy 以 及 任 一 f- AH u: y — x (BM p(u) = f), 
存在 唯一 的 Gy ANA a: y 一 y, 使 得 
u= ou, 

WK o EF RASH (cartesian morphism). 

EX 1.0 设 上 是 一 个 范畴 . 又 设 D:G 一 C 是 EC 上 的 范畴 . 一 
个 强 卡 氏 态 射 (strongly cartesian morphism) 是 指 6 的 态 射 办 :1 — z, 
使 得 对 于 任 一 ze Obj 6, di x — (óox,p(x)) 给 出 的 映射 


More (z, y) — More(z, £) XMore(p(z),p(z)) More(p(z), p(y)) 


都 是 双 射 ， 参见 下 图 . 
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X$ v 
Es 
v 

X «Ww 

A, 
y. 9 T7 
p(z) 

f 

p(y) p(z) 
p(o) 


YER, 根据 Yoneda 引 理 , 对 于 给 定 的 位 于 Vs Obj € Z EN z e Obj 6 
Al 的 态 射 f :V 一 U, WR ERA ¢: y 一 z WE pl) = f, 
则 (y, à) 在 除 唯一 同 构 外 是 唯一 的 . 这 可 以 从 上 面 的 定义 清楚 地 看 出 ， 
因为 函 子 


2Q 上 More(z, z) X More (p(z),U) More (p(z), V) 


仅 依赖 于 (05,0, f: V 一 U). 因此 当 有 了 映 至 z 的 强 卡 式 态 射 是 f :V 一 
U 的 提升 时 , 我 们 用 V xyr 一 Zz 或 f*zx 一 z WR ERE, 意思 
是 fr 一 z 是 强 卡 式 态 射 并 且 p(f*z 一 z) = f. 

EX 1.3 设 上 是 一 个 范畴 . 又 设 Dp:G 一 CC 是 EC 上 的 范畴 . 我 
们 称 6 X € 上 的 纤维 范畴 (fibred category), 如 果 对 于 任 一 给 定 的 位 于 
DeObjic 之 上 的 zEObjG 和 ff 的 任 一 态 射 了 :TY — U, 存在 位 于 
f 之 上 的 强 卡 氏 态 射 产 z 一 工 . 

设 p : 6 一 上 是 一 个 纤维 范畴 . 对 于 任 一 f/ :VV 一 UU 和 ze 
Obj Gu, HEM, 我 们 可 以 选择 位 于 f 之 上 的 强 卡 氏 态 射 f*z 一 c. 
根据 选择 公理 , 我 们 可 以 对 于 所 有 的 f : V >U = p(x) 同时 选择 
f'z 2. 

EX 1.4 设 D:G 一 C 是 一 个 纤维 范畴. 

(1) 如 果 对 于 EC 的 任 一 态 射 f :VV 一 和 任 一 ZE Obj Gu 使 
plz) = U, 我 们 选择 一 个 位 于 f 之 上 的 强 卡 民 态 射 fur WR 
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们 称 这 样 的 选择 为 纤维 范 时 p : 6 一 上 的 一 个 拉 回 的 选择 (choice of 
pullbacks). 

(2) s € 的 任 一 态 射 f:V OU, 一 个 拉 回 的 选择 决定 拉 回 函 子 
(pullback functor) f* : Gy > Gy. 
“ 拉 回 的 选择 ?可 能 是 一 个 非 标准 的 术语 . ER AB PR ABR (clea- 
vage or cleaving). 

以 上 就 是 Grothendieck 将 拓扑 学 中 的 基本 概念 纤维 从 (fibre bun- 
dle)( 见 参考 文献 Steenrod[Ste 51]) 推广 到 代数 几何 中 来 的 方法 (LE 
考 文献 Grothendieck 等 [SGA 1], VI, 86). 


1.4.2 5- 概 形 范畴 及 相对 可 表 函 子 


在 Grothedieck 理论 中 重要 的 对 象 是 态 射 . 为 了 方便 于 思考 而 引 
入 了 相对 概 形 ， 固定 一 个 概 形 S 为 基 . S 上 的 一 个 相对 概 形 (relative 
scheme) 是 指 一 个 概 形 态 射 X S. 

i 5 为 概 形 . 所 谓 5- 概 形 范畴 (category of schemes over S) ( 记 为 
Sch/S) 是 指 : Obj (Sch/S) 由 S 上 的 所 有 相对 概 形 所 组 成 ; 若 X — S 
A Y — S 属于 Obj (Sch/S), 则 Homsa;s(X.Y) 为 所 有 交换 图 表 


Y 
S 
组 成 的 集合 . 


读者 将 会 看 到 这 是 本 书 的 一 个 中 心 概念 , 也 是 上 一 小 节 所 述 的 范 
畴 纤维 Gs 的 一 个 特例 . 

若 了 一 3 为 5- 概 形 , 我 们 常 以 了 记 由 T 所 表示 的 函 子 X 
Homgco,s(X, T), 即 把 Homsa,s(X, T) WA T(X). 我 们 又 常 以 Homs 
w Homsen/s- 

RART F, G: (Sch/S)?PP 一 Sets, 函 子 态 射 u: F — G, 5- 概 
形 T, URRATSEN v: T  G (此 处 , 像 上 面 刚刚 所 说 的 , 将 T RA 
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T 所 表示 的 函 子 ). 则 对 于 T- 概 形 U (U 自然 也 是 5- 概 形 ) 有 


uy: F(U) — G(U), 
vy : T(U) > G(U). 


于 是 有 F(U) xuy TU), 记 之 为 Fr(U). 如 果 对 于 任 一 S-BUE T, 
Fr 都 被 某 个 T- 概 形 Rr 所 表示 , 我 们 就 说 FK 是 通过 (G, u) 相对 可 表 
的 (relatively representable). 此 时 投射 F xa T — T 便 可 看 做 Sch/S 
AMA Rr ST. 我 们 就 用 ur 的 性 质 定义 v 的 性 质 , 例如 , 当 我 们 
Wi “u 是 开 浸 入 (open immersion)” 时 , 意 即 : 对 于 所 有 的 5- 概 形 T, K 
子 态 射 了 一 G 所 决定 的 ur EFRA. 


81.5 群 wm TY 


群 概 形 是 本 书 的 一 个 中 心 课题 , 我 们 用 可 表 函 子 介 绍 这 一 概念 . 详 
细 的 讨论 见 [LOZ 06] 代数 群 引 论 , 第 二 篇 . 


1.5.1 HR 


设 范畴 e 中 存在 有 限 积 , 即 : 对 于 任意 有 限 多 个 对 象 A1,…… An € 
Obj €, FE X € Obj € RAH 


Pri: X — A; (i —1,2,---,mn), 


使 得 对 于 任意 一 组 态 射 fi: Y 一 A (i = 1,2,--- n), 存在 唯一 的 态 射 
Y > X WARE: prio f= fi (VY i = 1,2,… ,n). 我 们 常 把 这 样 的 X 
WA A, x Ap x … x An. 空 积 (empty product) 常 记 为 S, B S Aj € 
的 终 对 象 (terminal object 或 final object), BA: 对 于 任 一 7T € Obj €, 
存在 唯一 的 态 射 07 : T5 S. 

EX 1.5 HAG EObjt, ARAH m: GxG—G,e: SG, 
L: G 一 G. 我 们 称 (G,m,e,4) 为 上 的 一 个 群 对 象 (group object), 如 
果 以 下 三 个 图 表 都 交换 : 
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(1) 结合 律 : 
GxGxGo——Gx(GxG)-* exe 
(GxG)xG m 
maa | 

O«xG = G 

(2) 左 单位 律 

他 
œ~ 
G 
(3) AA: 
Jm Bug 
v |" 
S z G 


若 群 对 象 G 还 满足 以 下 的 交换 图 表 ， 则 称 之 为 交换 群 对 象 (abelian 
group object): 


1.5.2 at 

以 Gr 记 群 范畴 (category of groups), Hl Obj 6c 由 所 有 的 群 组 成 
的 ; 对 于 G,G' € Obj Gt, Home.(G, G^) AM G 到 G' 的 所 有 群 同 态 
组 成 的 集合 . 
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设 范畴 c 中 存在 有 限 积 . 由 € 到 Or 的 反 变 函 子 称 为 群 函 子 (group 
functor). 设 
G: Co 6r 


是 一 个 群 函 子 . HT eObj e, G(T) SE, 于 是 有 和 群 运算 
mr: G(T) x G(T) > G(T); 


Bu: T' T Æ CANA, RU Glu): G(T) 一 GT) ERRA, B 
以 下 的 图 表 交 换 : 

G(T) x G(T) ——-G(T) 

emo | G(u) 
G(T") x G(T’) ==> G(T’) 
X 9,9' 是 由 上 出 发 的 两 个 群 函 子 , 则 群 函 子 同 态 (homomorphism 

of group functors) y 是 指 函 子 态 射 p : 9 一 g'. 这 就 是 说 , 对 于 任 一 
T e€, 给 出 一 个 群 同 态 yr: GT) 9'(T), EXT. € 内 的 任 一 态 射 
u: T’ oT, FR BRAK: 


YT 


G(T) — 9' (T) 
G(u) g'(u) 
G(T’) “> g'(T) 
命题 1.6 。” 设 范畴 E 内 存在 有 限 积 . 
(1) ÈG 是 上 的 群 对 象 , MBF ha: EC 一 Sets ADK 
he 
6r 
(2) € GE Obj € 使 得 ha 有 如 上 图 表 的 分 解 , 则 G 是 € 的 群 对 


€ 


Sets 
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说 明 ”此 命题 说 明 “ 可 表 群 函 子 ” 与 “ 群 对 象 ”一 一 对 应 . 
证 明 (1) 设 G 为 群 对 象 . XO T € Obj €, g1,92 € ho(T). BA 
限 积 的 定义 ， 91,92 对 应 于 唯一 的 go € hexe(T). 我 们 定义 态 射 
mr: ha(T) x he(T) > he(T), 
(91,92) ^ m(go), 
其 中 m: GxG 一 G 是 群 对 象 定义 所 给 出 的 态 射 . 由 群 对 象 的 定义 
中 交换 图 可 知 ho(T) ER. 
Wu: 7 一 工 为 上 内 的 态 射 , WAZI 
hg(u): ha(T) > ha(T!), 
g g g ou. 
由 交换 图 表 
hg(T) x he(T) <— > haxc(T) —“> ha(T) 
helt") x hat") «—shoxo(T*) -= he(1") 
易 知 holu) 是 群 同 态 . 
(2) Rho HERT. 于 是 对 于 Te Obj € 有 和 群 运算 
MT : he(T) x he(T) — hc (T). 
取 
m=mexa(pri,pr2): Gx GG. 
以 5S id € 的 空 积 . 以 e id ho (S) 的 单位 元 . 对 于 任 一 Te Obj €, 
群 G(T) 的 取 逆 运算 给 出 的 态 射 
h¢(T) > he(T), 
gg! 
就 决定 了 ho 到 自身 的 一 个 函 子 态 射 ,此 态 射 定义 了 € NISI: 
G >G (AA h 是 全 忠实 的 ). 请 读者 自己 验证 (G,m,e,i) 是 上 的 群 
对 象 . 口 
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1.5.3 HKE 


一 个 5- 群 概 形 (group scheme) 是 指 Sch/S 内 的 一 个 群 对 象 . 关于 
群 概 形 的 介绍 请 参看 [LCZ 06] 代数 群 引 论 (请 注意 Abel 簇 (abelian 
variety) 与 仿 射 代数 群 (affine algebraic groups) 是 两 回 事 ( 见 参考 文献 
[LCZ 06] 代数 群 引 论 ). 

我 们 介绍 几 个 例子 . VER 是 交换 环 , S = Spec R, A 为 R-AK, 
G = Spec A. 则 “G 为 5- 概 形 ” 相 当 于 要 求 存在 RARUS S 


m: 4 一 4Q@R4 €: ADR, i: A— A 


满足 群 对 象 的 定义 中 相应 的 交换 图 表 (留意 : 应 当 把 所 有 的 箭头 倒 向 )， 
在 下 面 的 例子 中 我 们 还 假设 B 为 R- 代 数 , T = Spec B. 

例 1.1 Ga = Spec(R[u] (u 为 变 元 ), m(u) -u&1-1Gu, 
E(u) = 0, i(u) = —u, Ga(B) = Homa.» «(R[u], B) = B. 

例 1.2 Gm = Spec(R[u, u1]) (u AKA), Mu) = (u& 1)(18& vu), 
E(u) = 1, (u) = u!, Gm(B) = BX (BX 9j B vp sikosp if joda d 
法 群 ). 

例 1.3 3k X A (RA) 交换 群 , R[X] = QD Rz AX HH R- 
代数 . 4 D(X) = Spec(R[X]), m(z) = x & v, Ha = 1, i(r)- 271. M] 
有 

D(X)(T) = Homg ga (X, B"). 


HL ARR UZ (u AKA), 则 RZ] = R[u u-1], FX D(Z) = 
Che. 
VA un 36 D(Z/nZ), 则 类 似 地 有 


Hn = Spec(R[u]/(u"^ 21), pn(T)= {be B| ^ = 1j. 


Bj 1.4 WE, ip 元 有 限 域 . 假设 对 于 任意 的 hb € Spec R, 局 部 
环 Ry 为 Fb- 向 量 空间 . 令 ap = Spec(R[u]/u? ), mu) = u81--18u, 
£(u) = 0, i(u) = —u. N] apn(T) = {b€ B| P” =O}. 
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例 1.5 HARA X 及 概 形 S. X 所 决定 的 5- 概 形 是 指 


Xs = [T S+ 


rex 


其 中 S, = S. ( 概 形 的 和 见 : EGA I Chap 1 § 3.1.) x ik T A S- 概 
X, 则 Homsas(T, Xs) 中 的 任 一 元 素 f 由 了 HFK Us = f^ !(S;), 
r€X 完全 决定 , 这 里 {Uj | zEX} 是 了 的 无 交 开 履 盖 . HFS 是 范 
E Sch/S 的 终 对 象 , 所 以 态 射 f 的 限制 flu, 是 从 Ur 到 5 = S, 的 唯 
一 态 射 . 于 是 履 盖 {Ur} 唯一 地 由 局 部 常 值 函数 


o: THX, 


ter (t€U; 


所 决定 . 这 使 得 我 们 可 以 把 Xs(T) AAMA ARRERA yp: THX 
所 组 成 的 集合 . 
MER X 是 交换 群 . 依据 上 述 观 点 , X 的 群 结构 诱导 出 Xs(7) 
的 群 结构 : 
pıp2(t) = vi (t)ex(t), 


其 中 pl 和 yo AT $4 X 的 局 部 常 值 函数 . 因此 hx, 是 群 函 子 . 由 
命题 1.6 知 Xs 是 S- 群 概 形 , 我 们 称 之 为 X 所 确定 的 常 值 5- 群 概 


形 (constant S-group scheme). 
1.5.4 ”有 限 平坦 群 概 形 


有 限 平坦 群 概 形 是 现代 数论 的 核心 概念 之 一 , 其 主要 的 例子 是 交 
REN N 阶 扭 点 群 概 形 . 

概 形 9 上 的 有 限 平坦 群 概 形 (finite flat group scheme) 一 般 是 指 5 
上 的 概 形 范畴 Sch/S 中 的 交换 群 对 象 G 一 ; S, 其 中 r 是 有 限 、 平 坦 、 
局 部 有 限 展 示 的 态 射 , 即 r 是 仿 射 态 射 且 r*(Cc) 是 有 限 秩 的 局 部 自 
由 Cs- 模 . G 在 点 se S 的 阶 (order) 是 指 k(s)- 向 量 空间 G xs k(s) 的 
维 数 ( k(s) 是 点 s 处 的 剩余 域 ). G 的 阶 是 S 上 的 局 部 常 值 函数 . 事 
Sc E, 可 以 选取 S 的 仿 射 开 覆 盖 {Ui}ier 使 得 G/U; — Ui 可 以 写成 
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Spec A; 一 Spec Ri, 其 中 A; 是 有 限 秩 的 自由 Ri- 模 . WU] v s € U;, G 在 
点 s 的 阶 就 等 于 A 的 秩 . 

通常 我 们 固定 G 的 阶 为 常 值 . 我 们 可 以 作 如 下 的 考虑 : 设 .wf 为 局 
部 自由 秩 7 的 Cs- 代 数 层 . MRA Ce- 代数 同 态 


mh: ef — M Bos Á, E: BOs, UL: LA, 


满足 群 对 象 定义 中 的 相应 的 交换 图 表 (把 所 有 的 箭头 倒 向 ). WW G = 
Spec a 是 r 阶 有 限 平 坦 5- 概 形 (关于 Spec. 的 定义 见 参考 文献 
Grothendieck 和 Dieudonné [EGA II], 81.3). 

fj 1.6 设 忆 为 交换 环 , S = Spec R. LHX X n MRR. nj 
X 的 群 R- 代 数 RX] X n KOH RB. 所 以 D(X) = Spec R[X] € n 
阶 有 限 平坦 5- 概 形 . 另 一 方面 , WX 到 R KA ER CH P. A XE 
IR A, 常 值 9- 群 概 形 就 是 Spec A. 而 A 是 有 限 秩 的 自由 RUE, 故 Xs 
是 有 限 平坦 5- 群 概 形 . 

有 限 平坦 群 概 形 有 很 多 重要 的 性 质 , 请 参见 [LCZ 06] 代数 群 引 论 
及 此 书 所 引 的 参考 文献 , 特别 是 [Bre 00], [Kis 092]. 


1.5.5 ”有 限 型 概 形 的 商 


考虑 定义 在 集合 X 上 的 等 价 关 系 R， 由 等 价 类 组 成 的 集合 记 为 
X/R. di X 有 代数 结构 , 则 一 个 自然 的 问题 是 : X/R 有 怎样 的 代数 结 
Mj? 例如 , 若 x 是 概 形 , X/S 可 否 是 概 形 ? 若是 , 则 问 : X/S 可 否 紧 化 
(compactify)? 以 上 这 些 都 是 模 理论 (moduli theory) 中 的 基本 问题 , 一 
般 都 是 很 难 解 决 的 , 甚至 还 远 没 有 答案 . Mumford 获奖 的 工作 (参考 文 
献 Mumford [Mum 65]) 是 一 个 成 功 的 例子 . 在 代数 群 理论 中 这 是 一 个 
SRK “R” (quotient) 的 问题 . 对 于 定义 在 域 上 的 仿 射 代数 群 求 商 是 比较 
容易 解决 的 , 见 Borel 的 教科 书 (参考 文献 Borel [Bor 91]). 

固定 一 个 概 形 S. 设 X 为 5- 概 形 , HOA 5- 群 概 形 . 又 设 H 作用 
在 X E, 即 存在 一 个 态 射 o: X xs H 5 X, 使 得 对 于 任意 的 5- 概 形 
T; 

hx(T) x hg(T) — hx(T) 
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满足 条 件 
z- (hi he) = (x - hi) h2 
及 
Lap (V GE hx (T), hi, he € hy(T)). 
我 们 还 假设 


(id, a) : XxsHX xs X 


EDZA, 并 且 对 于 任 一 x € X, 存在 开 仿 射 集 Ur, 使 得 m H C U,. 
RIRES I: X 一 Y 在 轨道 上 取 常 值 , 如 果 


foa=fopr, 


其 中 pri: Xx H ^ X 是 对 第 一 个 因子 的 投射 . 

定理 1.7 设 5 是 局 部 Noether HUE, X — S RARA H, H >S 
是 有 限 平坦 的 . XE OH 作用 在 OX 上 并 且 满 足 上 述 条 件 . 则 存在 满足 
以 下 条 件 的 态 射 由 : XY: 

(1) u 在 轨道 上 取 常 值 ; 

(2) 对 于 任 一 在 轨道 上 取 常 值 的 态 射 v : X  Z, 存在 唯一 的 态 
tf: YY 了 一 2 满足 v= fou; 

(3) 对 于 任 一 S- 概 形 T, X(T)/H(T) 一 了 (T) 是 单 射 . 

此 定理 中 的 Y RA X BRU A 的 商 (quotient), iA X/H. XX 
Grothendieck 的 定理 ( 见 参考 文献 Grothendieck 等 [SGA 3, I, Exp V]; 
[LCZ 06] 代数 群 引 论 , 第 二 篇 第 一 章 1.10 节 ). 
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本 节 介绍 Abel 范畴 和 导 函 子 . 详情 参看 [Gro 56], [Gab 62], [Ver 
67], [BBD 82]. 

Abel ( 阿 贝 尔 ) (1802—1829 年 ) 是 挪威 数学 家 . 为 了 纪念 Abel, 挪 
威 政府 宣布 从 2003 年 开始 每 年 颁发 一 次 Abel 奖 . 设立 Abel 奖 的 主 
要 目的 是 扩大 数学 的 影响 , 吸引 年 轻 人 从 事 数 学 研究 . 奖金 的 数额 大 致 


81.6 Abel 范畴 29 


同 诺 贝 尔 奖 相近 . 设立 此 奖 的 一 个 原因 也 是 因为 诺 贝 尔 奖 没有 数学 奖 
项 . Abel 奖 被 视 为 数学 界 最 高 荣誉 之 一 . 
1.6.1 加 性 范畴 


FR P c € HAR (terminal object), 若 对 任意 A € Obj € FEH 
一 态 射 4 一 P. 称 Q ec 为 始 对 象 (initial object), 若 对 任意 4A € Obj € 
存在 唯一 态 射 Q— A. WR Z e e 同时 为 始 对 象 和 终 对 象 , 则 称 ZA 
零 对 象 (zero object). 

E E 有 零 对 象 , 则 任何 二 零 对 象 之 间 存 在 唯一 同 构 . 因此 我 们 可 
以 选 定 一 个 零 对 象 , 并 记 之 为 0e 或 0. 

设 范畴 C 有 零 对 象 , 则 对 于 € 的 任意 二 对 象 4 和 B, 存在 唯一 态 
射 045 使 得 下 图 交换 : 


\ 7 


0 


A 


称 04p A A,B 之 间 的 零 态 射 (zero morphism). 
给 定 两 个 单 态 射 u:U 一 A 和 w:V > A, 我 们 称 uz v, 如果 存 
在 态 射 vi :V 一 U 使 得 下 面 的 图 交换 : 


vi: 


Y 
U —i-4 


如 果 这 样 的 存在 , 则 可 以 证 明 它 是 唯一 的 并 且 是 一 个 单 态 射 . 
如 果 进 一 步 假 设 存 在 v > u 使 得 下 图 交换 : 
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则 u; 和 wi 都 是 同 构 , REAA v- ly =v = uv = vuv, Bl v; 是 单 
态 射 即 知 ly = vu. 类 似 地 有 ly = wivi. 

WR u: U> AMv:V 一 4 满足 w>wv 并 且 w u, SITUE u 
Al v 是 等 价 的 (equivalent). 

对 于 单 态 射 的 任 一 等 价 类 取 定 一 个 代表 , 譬如 说 uU 一 A, 我 们 
FK (U,u) 为 A 的 一 个 子 对 象 (subobject)， 把 上 面 的 箭头 都 反 转 过 来 ， 
我 们 就 定义 了 商 对 象 (quotient object) 的 概念 . 

一 个 加 性 范畴 (additive category) 是 具有 下 述 性 质 的 范畴 A: 

(1) 对 于 中 的 所 有 对 象 L, M AN, 集合 Hom(L, M) 都 是 Abel 
群 , 并 且 合 成 映射 


Hom(L, M) x Hom(M, N) — Hom(L, N) 


都 是 ZOE, 

(2) A AFHZ Ox; 

(3) 对 于 A 中 的 任意 两 个 对 象 工 和 M, 积 工 II AM ARB LIT M 
都 存在 . 

加 性 范畴 到 % 的 一 个 函 子 FF : A 一 BRAMER F (additive 
functor), 如 果 映 射 


F : Homg(L, M) 一 Homs(F(L), F(M)) 


是 Z-AER. 

一 个 态 射 u: 工 一 M 的 核 (kernel) Æ u 与 零 态 射 的 均衡 子 . u 的 
余 核 (cokernel) 是 u 与 零 态 射 的 余 均 衡 子 . 也 就 是 说 , u 的 核 与 余 核 是 
用 下 面 的 图 表 所 定义 的 : 


Ker(u) ——> L -一 M L —— M — Cok(u) 
Ta 0 0 | a 
at, | ye al 
X Z 


由 此 可 得 出 如 下 引 理 : 
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引 理 1.8 BABAK, 余 核 是 满 态 射 . 

证 明 设 k:K 一 4 是 态 射 f : A BRZ. 这 特别 地 意味 
着 fk = 0. 假设 有 wi,wz : Y > K 使 得 kw, = kwo. 我 们 只 需 证 明 
Wi = W2. 观察 图 | 

Y — K —À A. 
4 v= kw. 则 fv = fkwi = 0w, = 0. 由 核 的 定义 知 , 存在 唯一 的 态 
Bb w: Y — K 使 得 v= kw. 
k f 


kK > ASB 


Y. 
^ v 
ur 5 


Y 
但 这 意味 着 w = w = w. 这 就 证 明了 本 引 理 的 第 一 个 论断 . 第 二 个 
论断 的 证 明 类 似 (只 需要 把 各 处 的 第 头 反 转 ). 口 


如 果 k:K 一 4 是 f :4 一 B 的 一 个 核 , 我 们 将 常常 把 K 记 成 
Ker(f) (作为 A 的 子 对 和 象 ), 并 且 用 图 表 


Ker(f) —> A —_ B 
0 
表示 核 . 对 于 余 核 , 像 和 余 像 也 都 作 同 样 的 处 置 . 
引 理 1.9 ”假设 加 性 范畴 中 的 一 个 态 射 u:L 一 M AHR: KA 
L 和 余 核 c: M 一 C. 如 果 Cok(k) 和 Ker(c) 都 存在 , 则 存在 唯一 的 态 
射 Cok(k) 一 Ker(c). 
WEB] ” 先 证 存在 性 . 考虑 


k C 


L———— —- M 


Cok(k) -— Ker(c) 


K 


C 


首先 , HT k:K OL BK, 我 们 有 uk = 0. 于 是 根据 Cok(k) HE 
X, FESS u : Cok(k) 一 M 使 得 u = w 和 . 现在 用 c 作用 于 此 式 的 
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两 端 , 并 且 注 意 到 c Bu 的 余 核 , 我 们 得 到 cu = cu = 0 = 0A. 于 是 
cu’ = 0, 这 因为 和 是 满 态 射 . 最 后 , 由 u: Ker(c) — M 的 定义 知 , 存在 


态 射 Cok(k) — Ker(c). 
再 证 唯一 性 ， 假 设 wt = u = uu 和， 由 于 和 是 满 态 射 , 我 们 有 
pü = uu. MAF u dé SS, 所 以 五 = 以. 口 


WREE A 中 的 每 一 个 态 射 都 有 核 和 余 核 , 我 们 就 可 以 定义 态 射 
u:L— M 的 像 (image) 为 


Img(u) = Ker(M — Cok(u)), 
以 及 余 像 (coimage) 为 

Coim(u) = Cok(Ker(u) 一 L). 
这 样 , MAH u: LM 出 发 就 得 到 下 面 的 图 表 : 


u 


L M — Cok(u) 


| | 


Coim(u) ——> Img(u) 


Ker(u) 


它 定义 了 关于 u 的 典范 态 射 Coim(u) 一 Img(u). 

定义 1.6 ”一 个 加 性 范畴 A A Abel 范畴 (abelian category), 如 
果 它 满足 以 下 两 个 条 件 : 

(1) ABI - 中 的 每 一 个 态 射 都 有 核 和 余 核 ; 

(2) AB2 - SFA 中 的 任 一 个 态 射 u : L 一 Min A, 典范 态 射 
Coim(u) 一 Img(u) 都 是 同 构 . 

设 OR 为 交换 环 , 定义 范畴 Me 如 下 . 取 Obj Mr 为 所 有 的 R- 模 . 
车 A,B 为 R- 模 , W Homm, (A,B) 为 所 有 从 A 到 B 的 R- 线 性 映射 . 
Mr 是 Abel 范畴 . 这 是 Abel 范畴 的 典型 例子 . 

回想 一 个 范畴 被 称 为 小 范畴 (small category), 如 果 它 的 对 象 和 态 
射 的 全 体 实 际 上 都 是 集合 , 而 不 是 类 (class). 
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定理 1.10 (Mitchell RAE) ”任何 一 个 小 Abel 范畴 都 可 以 
在 一 个 保持 核 与 余 核 的 函 子 下 CAFES) REN EI T MIR IER 
的 小 范畴 . 


1.6.2” 正 合 序列 
引 理 1.11 设 
bS M AN 


X Abel 范畴 A 中 态 射 的 序列 . 如果 vu = 0, 则 存在 一 个 典范 的 态 射 
Img(u) 一 Ker(v). 
证 明 由 Cok(u) 的 定义 和 vu = 0 我 们 有 了 映射 Cok(u) — N: 


L —— M —> Cok(u) 


N 
根据 Img(u) 的 定义 , EME Ker(M 一 Cok(u)), WA 


Img(u) —> M ——> Cok(u) . 
0 


AH u: L> M 总 可 以 通过 Img(u) 一 M 分 解 . 把 以 上 这 些 放 在 
一 起 , 我 们 有 
Img(u) 
0 


L———- M —— Cok(u) 


这 就 是 说 , 态 射 Img(w) > M > N 是 零 . 于 是 , Ker(v) 的 定义 性 质 就 
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给 出 了 我 们 所 要 求 的 态 射 Ing(uw) > Ker(v): 


Ker(v) ——> M -一 > N. 
LN 0 


3^ hu. 
Img(u) 
引 理 得 证 . 口 
定义 1.7 Æ Abel 范畴 外 中 的 序列 


L- M =N 


称 为 正 合 序列 (exact sequence), 如 果 vu = 0 并 且 典 范 态 射 Img(u) 一 
Ker(v) 是 同 构 (此 时 我 们 说 Ker(v) = Img(u) (作为 M 的 子 对 象 )). 
一 个 短 正 合 序列 (short exact sequence) 是 指 一 个 序列 


= L=M = N = 0, 


EP L> M >N 是 正和 的 , u 是 单 态 射 以 及 v 是 满 态 射 . 

Wt QUU 98 均 为 Abe 范畴 . 我 们 说 函 子 F : 96 98 是 左 正 合 
函 子 (left exact functor), WR F 把 任意 的 正 合 序列 0 一 A 一 B 一 
C 一 0 映 为 正 合 序列 0 一 FA> FB FC. 同样 , 我 们 说 F 是 右 正 
合 函 子 (right exact functor), WR F 把 上 面 的 正 合 序列 映 为 正 合 序列 
FA—FB—FC-0. 我 们 说 F 是 正 合 函 子 (exact functor), MR F 
ANZA, 右 正 合 函 子 . 我 们 指出 : Abel 范畴 必 为 加 性 范畴 ; 正 合 函 子 
必 为 加 性 函 子 . 

1.6. FASE 


一 个 Abel 范畴 A 的 全 子 范畴 6 被 称 为 厚 子 范畴 (thick subcate- 
gory) 或 Serre 子 范畴 (Serre subcategory)， 如 果 对 于 A 中 的 任 一 短 正 
和 序列 

A N—0, 


M 是 6 的 对 象 当 且 仅 当 L, N 都 是 6 的 对 象 . 
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我 们 按 以 下 方式 引入 一 个 范畴 A/S, CRRA ARF 6 的 商 范 
BS (quotient category). 

A/S 的 对 象 与 A 的 对 象 完 全 相同 . 

设 M,N € Obj A, M' (相应 地 , N) 是 M (相应 地 , N) 的 子 对 象 . 
典范 映射 

ip:M'M, pN: N > N/N' 
定义 了 一 个 线性 映射 
Homa (iM Pyyn) : Homa(M, N) 一 Homa(M', N/N’). 


?4 M', N' POR M 和 N 的 所 有 (使 得 M/M 和 N' 都 是 6 的 对 象 ) 
子 对 象 时 , 全 部 的 Abel BÉ Homa(M', N/N) 定义 了 一 个 正 向 系统 . 我 
们 现在 定义 


Homg,e(M, N) := lim Homa(M', N/N’). 
M',N' 


对 于 M e 2t, 如 果 /G6- 同 构 M' 一 M 组 成 的 范畴 有 始 对 象 了 一 M, 
则 
Homg/s (M, N) = Homga(I, N). 


下 面 要 做 的 就 是 定义 合成 律 : 
Homy 6 (M, N) x Homy6(N, P) sic Homa;s (M, E). 


FER f € Homa;e(M, N) 以 及 ge Homa;e(N, P). Kf Æ f: M' 
N/N’ 的 像 , BER OM’, N' 满足 M/M',N' € Obj 6; Xitg Æ g: N" 一 
P/P 的 像 , HON”, P' 满足 N/N",P' € Obj 6. > 


M" = FUN" + N')/N?), P" - P! --g(N" n N^, 
WW M/M",P” € Obj 6. & 


六 : M" m (N" + N’‘)/N’, g' : N" JN"  N' = P/P" 
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AE fig 所 诱导 的 . 我 们 还 有 典范 态 射 
c: N" 4 N'IN' 5 N"IN" ON’. 


4 h — g'cf'. WI. Æ Homg;e(M, P) 中 的 像 h RR f. 我 们 把 
合成 5o f EXN h. 

可 以 验证 A/G 是 Abel 范畴 , 并 且 可 以 验证 函 子 了 :& 一 2/G (E 
把 M € Obj A BRE) M, 把 态 射 f: M 一 N 映 到 它 在 Homy/6(M, N) 
中 的 像 ) 是 加 性 的 并 且 是 正 合 的 .进一步 , 如 果 D 是 Abel 范畴 , G : 
& 9 是 一 个 正 合 函 子 使 得 G(M) 是 零 对 象 (Y M € Obj 6), MH 
在 唯一 的 函 子 H : A/S — D 使 得 G= HoT. 


1.6.4 ”分 式 范畴 


WW 5 C Mort 为 范畴 c 内 的 一 组 态 射 . 则 存在 范畴 es 以 及 
(关于 5 的 局 部 化 ) BF Q: eo e[s]-!, 使 得 

(1) 对 所 有 的 s € S, Q(s) 均 为 同 构 ; 

(2) 若 有 函 子 F: €> D 使 得 所 有 的 F(s) (ses) 均 为 同 构 . 则 
有 唯一 的 函 子 G: CSI 9 使 得 下 = GoQ. 
我 们 说 cS 是 CRF S 的 局 部 化 而 得 的 分 式 范畴 (fractional cate- 
gory), Q 是 局 部 化 函 子 (localization functor). 我 们 像 构造 分 式 环 时 一 
样 引进 乘 性 系 . 

定义 1.8 jt € i599, S C More. 若 S 满足 以 下 条 件 , MARSA 
€ 的 一 个 乘 性 系 (multiplicative system) 或 局 部 化 系 (localizing system): 

(1) idx € S (VX € Obj €). € s,t € S E sot c Mor €, Jt] sot € S. 

(2) fg:XoY 3€ RE SA. MHA sc S 使 得 sf = sg 
当 且 仅 当 存在 te 5 使 得 ft = gt. 

(3) € 内 的 态 射 图 
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(se 5) 必 可 扩张 为 内 态 射 交换 图 
w—z 
| |: 
, 

其 中 teE 5. MHC 内 的 态 射 图 


Z 
AY 


(ue S) 必 可 扩张 为 E 内 态 射 交换 图 
A €» 


HervecsS. 
现在 假定 SAC 的 乘 性 系 . 固定 X,Y € Obj €. 以 (s, f) WAF 


AHA: 
x’ 
- 
X Y 


其 中 se 5S, f e Mor €. 我 们 引入 “~” 关 系 如 下 : (s, f) ~ (t9) 当 且 仅 
当 存 在 (r, h) 使 得 下 图 表 交 换 : 


x" 


X' AX 
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可 以 证 明 ~ 是 等 价 关系 . 我 们 以 (s, f) R(X EX S Y) ia (s, f) AY 
等 价 类 . RASH 


xt y’ 
S r X 
其 中 ste5. 按 3 满足 的 条 件 (2), 有 交换 图 
X! <x" 


NE 


yey 


即 有 

db t s 
于 是 有 
我 们 定义 等 价 类 的 合成 为 


(t,9) o (s, f) = (st'.gf^). 


可 以 证 明 此 定义 与 等 价 类 的 代表 选取 无 关 . 
命题 1.12 设 3 为 上 的 乘 性 系 . 则 可 取 范 畴 [S] | 的 对 象 为 
Obj €[S]-! = Obj €; 对 于 X,Y € Obj c[S]-1, 取 Homelsl-:(X,Y) 为 
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所 有 等 价 类 (X ÈX b Y) 组 成 的 类 ; CS 中 态 射 的 合成 如 上 定义 . 
Et Q: € e[S] ! 在 态 射 上 的 作用 为 


Ox Syrje- 8 x 4v, 
16.5 SH 


KAA Abel 范畴 . A 的 一 个 上 链 复 形 (complex) 是 指 A 的 一 
组 对 象 X* = (X"),ez, 并 且 配备 有 态 射 dp: X" 一 x"! 使 得 
dyd% =0 (Vne€Z). 

一 个 复 形态 射 (complex morphism) f: X* > Y° 是 处 内 的 一 组 
态 射 fn: X" Yn, 满足 条 件 frd} = dx fr. 

我 们 称 n 为 Xn 或 dn 的 次 数 (degree). 

我 们 定义 复 形 范畴 (complex category) C(A) 的 对 象 为 A 的 复 形 ， 
C(A) 的 态 射 为 & 的 复 形态 射 . 

B 处 为 Abel 范畴 , C(A) 为 A 的 复 形 范畴 . 定义 平移 孙子 (trans- 
lation functor) T : C(A) 一 C(A) WF: 设 X * = (Xt, Di) ARB, Wu 
4 (TX) =X", diy = -dx. BASH f= (f): X? Y We 
(rf) = —f*. 像 前 面 一 样 , 4 X[n]i = X"ti, dxm = (-1)" dx. 

我 们 说 复 形 X* S T3 (bounded below), 如 果 存 在 负 整 数 no 使 
得 X" = 0 (Vn < no). 以 有 下 界 的 复 形 为 对 象 的 CA) 的 全 子 范畴 
WA CHA). 同样 可 以 定义 有 上 界 的 复 形 . 如 果 一 个 复 形 既 有 上 界 又 
有 下 界 我 们 便 称 它 为 有 界 的 . 以 有 上 界 的 复 形 为 对 象 的 全 子 范畴 记 为 
C- (2). 以 有 界 复 形 为 对 象 的 全 子 范畴 记 为 C(A). 

WA Abel 范畴 的 复 形 X *, Y * UR ARASI k= (k"), 
其 中 kr: x^ Yr, EX h” € Homa(X", Y?) 为 


jh =k de +d ks X" Y". 


则 
(h^) =h=kd+dk: X >Y’ 


为 复 形态 射 . 我 们 称 这 样 得 到 的 h 为 同 伦 于 零 的 , WA h~ 0. 
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我 们 称 f, g € MorC(20) 为 同 伦 的 , 如 果 f — g ~0. 
1.6.6” 导 范畴 


HE UH Abel 范畴 , C(90) 为 A 的 复 形 范畴 , X * e Obj (C(A). 定 
X X* ES n 次 上 同调 为 


H"(X *) = Cok(Img(d% ! — Ker(d%)). 


显然 H^(X*) = H((X*[n]. 易 证 H^: CW 一 A 为 加 性 函 子 . JF B, 
WR f : XY’ 同 伦 于 零 , 则 H) 为 零 态 射 . 

我 们 称 f: X "一 了 "为 拟 同 构 (quasi-isomorphism), 如 果 对 于 
所 有 的 n, H"(f) 是 同 构 . 

设 AH Abel 范畴 . 对 于 ff: X* Y’ € MorC(20, DJ [f] 3d. f 
的 同 伦 类 (BN [f] = (g € Morc (A) | g ~ f}). 我 们 定义 范畴 K(90) 如 
F: Obj K(2) = Obj C(A); 对 于 X *,Y * € Obj C(A), 定义 


Homg(a)(X *,Y *) = ([f] | f € Homec (X *, Y *)). 


亦 可 把 K(90 看 做 C(A) 的 商 范畴 . 

从 Ct (A), Cm (A), CA) 出 发 可 以 同样 定义 KHA), K- (90 和 
K(Q). 

WÈ f,g € MorC(20) 是 同 伦 的 , 则 Hf) = H^(g). 因此 可 以 定 
X. H^([f]). 我 们 说 [f] 是 拟 同 构 (quasi-isomorphism), 如 果 对 于 所 有 的 
n, H"([f]) 是 同 构 . KA 中 全 体 拟 同 构 所 组 成 的 类 常 记 做 Qis. 可 以 
证 明 Qis 为 K(X) 的 乘 性 系 . 

以 上 对 于 KHA), K - (90 和 天 2(&0 同样 成 立 . 

设 AA Abel 范畴 , KA 内 的 拟 同 构 类 Qis 为 乘 性 系 . 可 以 对 
K (4) ERF Qis 的 局 部 化 , 得 出 分 式 范畴 天 (&%)[Qisl-!. 记 此 分 式 范 
EA DA). 由 构造 过 程 得 有 函 子 Q: C(&) 一 D(A). 可 以 证 明 : 

(1) WR f € MorC(20 AWEH, 则 Q(f) 为 同 构 ， 

(2) HIR T. F: C(A) 5 9 (9 为 某 范畴 ) WA: F 将 拟 同 构 映 
为 同 构 , 则 存在 唯一 的 函 子 G : DA 一 DD 使 得 =GoQ. 
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同样 由 K*(9) 可 以 得 出 DA), 其 中 * 分 别 为 +, b. 称 D(A) 
和 D* (2) 为 导 范畴 (derived category). 
1.6.7 ŞAF 


KA Al BHA Abel 范畴 , F: A- B 为 加 性 左 正 合 函 子 . F 的 
ASAF (right derived functor) 是 指 满足 以 下 泛 性 质 的 (RF, er), 其 
中 RF: DHA) 9*(8) 与 平移 函 子 交换 (RF oT = To RF), 
ep: Qu o K*(F) 一 RF o Qa NATES: 


K*(8) 
i d icd 
K* (80) er D*(B) 
H we 
D* (2) 
我 们 所 要 求 的 泛 性 质 是 : 对 于 任 一 与 平移 函 子 交 换 的 函 子 G : DHA) 
一 9* (8) 和 任 一 函 子 态 射 =: Qu o K*(F) ^ Go Qa, 存在 唯一 的 函 
TEH n: RF ^ G 使 得 下 图 交换 : 
Qu o K* (F) — RF o Qa 
E | 
G o Qa 
以 上 的 泛 性 质 可 以 叙述 如 下 : WRG: DHA) 9*(8) 与 平移 
EET AER, 则 er 决定 双 射 
Hom(RF,G) — Hom(Qs o K^(F),G o Qa). 
同样 , 加 性 右 正 合 函 子 F 的 左 导 函 子 (left derived functor) RF 
LF: D(A) > D- (B) RAFAH cr: LFoQa 一 Quo K-(F) 使 
得 下 面 的 映射 为 双 射 : 


Hom(G, LF) 一 Hom(G o Qa, Qs o K (F)). 
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我 们 称 Abel 范畴 A MMR 了 为 内 射 对 象 (injective object), 如 
果 以 下 条 件 成 立 :对 于 A 内 的 任 一 单 态 射 0 一 AS B 及 任 一 态 射 
a: A I, FAH 8: Bo I, EB o — 8o f. 

我 们 说 A 有 足够 内 射 对 象 (enough injectives), 如 果 对 于 任 一 A € 
Obj A, 存在 内 射 对 象 了 及 单 态 射 0 一 4 一 工 

设 X € Obj A. X 的 一 个 内 射 分 解 (injective resolution) 是 指 一 个 
RE I' cCA) 满足 条 件 : E d < 0, W =o 所 有 的 DP 均 为 内 射 对 
象 以 及 有 态 射 X 一 19 使 得 下 面 的 序列 正 合 : 


d? di d? 
0 >X » I? PE i 1, I? P 


E % 有 足够 内 射 对 象 , 则 A 的 任 一 对 象 都 有 内 射 分 解 . 
XE QUI BA Abel 范畴 , F: AB 为 加 性 左 正 合 函 子 . EU 
足够 内 射 对 象 . 考虑 以 下 函 子 : 


D(A) + KA): X* o I(X*) (内 射 分 解 )， 
F : K(4) > K(B), 
K(88) 一 D(98). 


把 以 上 三 个 函 子 合成 为 RF: DA) 一 D(98). 可 以 证 明 这 个 RF 就 是 
F 的 右 导 函 子 (I [LCZ 06]《 代 数 群 引 论 》 附 录 B 定理 B.4.4). 

第 一 部 系统 讨论 导 范 畴 和 导 函 子 的 著作 是 1996 年 发 表 的 Groth- 
endieck 的 学 生 Verdier 的 1967 年 博士 论文 [Ver 67]. 
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在 数学 研究 中 , 我 们 常 把 研究 对 象 分 类 ， 例 如 , 考虑 偶 对 (E, P), 
其 中 五 为 椭圆 曲线 , P AERA, PER ERN 阶 子 群 . 将 这 样 的 
偶 对 的 同 构 类 记 为 Y. 我 们 把 Y 看 做 参数 空间 . 可 以 问 Y 有 怎样 的 
数学 结构 , 比如 , Y 是 否 为 流 形 或 概 形 ? 我 们 常 把 具有 代数 结构 的 参数 
空间 称 为 模 参 数 空间 或 模 空间 ， 本章 我 们 以 向 量 空间 为 例 介绍 模 空 间 
的 概念 . 


82.1 粗 模 空间 


Be 是 一 个 代数 闭 域 , n 是 一 个 固定 的 正 整 数 . 考虑 k 上 的 所 有 
n 维 向 量 空间 V 连同 V 上 的 一 个 线性 变换 T 所 组 成 的 偶 对 的 集合 


y — ((V, T) | VÀ k EW n EHETE, T: V 一 V 为 线性 变换 }. 


在 Y 上 规定 等 价 关 系 “~ ”如 下 : (V, T) ~ (V, T^) 当 且 仅 当 存在 同 构 
A:V >V 使 得 下 面 的 图 表 交 换 : 


= 


a| |^ 

y! DEM y! 
(V. T) 所 在 的 等 价 类 记 为 ((V, T)]. 以 V/ ~ 记 所 有 等 价 类 组 成 的 集合 . 
我 们 的 问题 是 : ESPERIE M, 使 得 M 是 所 有 同 构 类 [(V,T)] € 
(V/ ~) 的 参数 空间 ? 当然 , 我 们 还 希望 M 与 V/ ~ 之 间 的 一 一 对 应 
有 比较 好 的 代数 性 状 . 为 了 准确 地 叙述 这 个 问题 , 需要 回忆 向 量 空间 
的 “代数 族 ” 的 概念 . 设 S 是 代数 闭 域 k 上 的 一 个 代数 簇 (algebraic 
variety). k 上 的 ” 维 向 量 空间 (连同 其 上 的 线性 变换 ) 在 S 上 的 代数 
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族 (algebraic family) 是 指 S 上 的 秩 为 n 的 局 部 自由 层 E 连同 8 SUB 
身 的 态 射 :8 Ll, WA (E, T)/S. 

说 明 ”假设 存在 k 上 的 代数 簇 M, 其 闭 点 集 与 v 一 一 对 应 . 则 
HF S 的 任 一 闭 点 s, (E @k(s),T & k(s)) 是 7 中 的 元 素 , 其 中 k(s) 
是 s 处 的 剩余 域 , 6 @ kls) ATOS kls) BA: RU 是 S 的 包含 s 的 任 
一 开 集 , 6s(U) 是 S 的 结构 层 在 U 上 的 限制 , 则 规定 

E 8 k(8) := &(U) Bog (uy k(s), 
T & k(s) := T|u &es(v) k(s). 
不 难看 出 , 这 两 个 规定 与 UV 的 选取 无 关 . 于 是 , 等 价 类 (6 @ k(s), TS 
k(s))] 对 应 于 M 的 一 个 闭 点 m. 
进一步 , 我 们 要 求 : 
(x) 在 此 说 明 中 的 对 应 s 一 m 是 由 代数 徐 5 到 M. 的 态 射 给 出 的 , 而 
且 M 还 是 唯一 的 . 
此 要 求 的 确切 叙述 如 下 : 首先 引入 ( 共 变 ) 函 子 
F : (Var/k)°PP — Sets, 
S = [(£, T)/S], (2.1) 


其 中 Var/k X k ERMOROETRER (Var/k)°PP 为 Var/k 的 反 范畴 ， 
Sets 为 集合 的 范畴 . 又 对 于 k 上 的 任 一 确定 的 代数 簇 M, 可 定义 (x 
变 ) 函 子 为 


hy : (Var/k) 5 Homya,;( °, M), 
S ++ Homvar/k(S, M), (2.2) 


TE, 条 件 (9) 可 表述 为 以 下 两 条 : 
(A) FE k LI RAGE M 和 函 子 态 射 0: F 一 hy, 使 得 


$(Spec k): F(Spec k) 一 hy ((Spec k)) 


是 双 射 . 
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(B) 对 于 k 上 的 所 有 的 代数 簇 N URBAN PAR V: F —> 
hy, 存在 唯一 的 代数 簇 态 射 f: M 一 N, 使 得 对 于 k 上 的 任 一 代数 簇 
S, 下面 的 图 表 都 交换 : 


其 中 h(S): Hom(S, M) 一 Hom(S,N) EXX g> f og. 

WR M 满足 条 件 (A) 及 (B), 我 们 就 称 M Ak E n 维 向 量 空 
间 的 线性 变换 的 粗 模 空间 . 直观 地 说 , 对 于 任 一 给 定 的 代数 簇 5, 将 5 
上 的 闭 点 与 Spec k 到 Spec S 的 区 入 等 同 起 来 , 再 将 hw (Spec k) = 
Homvar/k(Spec k, M) 与 Spec 在 hy 下 的 像 等 同 起 来 , 则 函 子 态 射 
更 给 出 5 上 的 闭 点 集合 到 M 上 的 闭 点 集合 的 上 映射, 进一步 地 , AE 
(B) 要 求 的 M 的 泛 性 质 决定 了 M 的 唯一 性 . 

对 于 一 般 的 代数 簇 范畴 到 集合 范畴 的 函 子 , 其 粗 模 空 间 的 定义 完 
全 类 似 . 

定义 2.1 £X 


F: (Var/k)?PP 一 Sets. 


HEERKE M Fo HFAH o: F—hy 满足 条 件 (A) A (B), WA 
(6, M) (或 简单 地 , 称 M) ABH F 的 粗 模 空间 (coarse moduli space). 

事实 上 , 对 于 函 子 F 而 言 (或 等 价 地 , 对 于 向 量 空间 而 言 ), 条 件 
(A) 和 (B) 的 要 求 太 强 了 . 我 们 有 

命题 2.1 F 没有 粗 模 空间 . 

WEBB ”无 妨 设 n=2. W S= A! = Spec kit] ( t ABI), E = 62, 
其 中 Cs s 的 结构 层 , T 由 下 面 的 和 矩阵 定义 : 


E 
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假若 F 有 粗 模 空间 M, 则 存在 函 子 态 射 8 : $ 一 hu 满足 条 件 
(A), (B). 特别 地 , 有 交换 图 表 : 


F(S) = 


hu(S) 


Fe 


对 于 任 一 [(6,T)/S] e F(A!), HEE 下 下 的 像 记 为 


ó: SoM. 
则 对 于 S 的 任 一 闭 点 s: Spec k — S, 有 下 面 的 交换 图 表 : 
KE, T)/5] = $:8—M 
((& & k(s), T & k(s))] Spec k — M 


其 中 ms: Speck 一 M 是 s 与 9 的 复合 . 
由 8= 63 URT 的 定义 ,有 


— f2 1 1 
sonaren- (e (2 1) 


这 里 ,我 们 将 se S 5 s TE A! 中 的 坐标 等 同 起 来 . 对 于 任意 的 ss 40, 
有 交换 图 表 : 
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其 中 a = Vs'/s. 所 以 
(E &k(s), T &k(s)] = (£ 8 k(s’), T @k(s’))], Vs,s' £0. 


这 就 是 说 , 对 于 所 有 的 s #0, F(s) 都 相等 , 亦 即 o 在 A! \ {0} 上 的 限 
制 是 常 值 态 射 . 由 于 o 是 连续 的 , 所 以 %(0) = (s) (Vs #0). 于 是 


(& & k(0), T & k(0)) ~ (& & k(s), T & k(s)). 


而 此 式 左 端的 矩阵 等 于 (} ME ERE E | az 
盾 于 若 当 标准 形 的 唯一 性 . D 


$2.2 细 模 空间 


在 上 一 节 我 们 已 经 看 到 向 量 空间 上 的 线性 变换 没有 粗 模 空间 . 但 
是 , 若 只 考虑 线性 变换 的 最 重要 的 不 变量 之 一 , 即 特征 多 项 式 , WA 
粗 模 空间 更 好 的 模 空 间 , 即 所 谓 的 “ 细 模 空间 ”. 
命题 2.2 Hk, F, hy 如 上 节 所 示 . XM — AP k Lihn 
仿 射 空间 , WA BT AH 
®: F— hag 
满足 
®(Spec k) — A"(k), 
(V T)| t+ (a1, ,an), 
其 中 a1,… ,an 是 了 的 特征 多 项 式 的 系数 . 
证 明 ”对 于 任意 的 S$ € (Var/k), 我 们 要 定义 函 子 态 身 
Bs: F(S) — has (S) = 了 omvar/k(9,A (k)). 


FER S 的 仿 射 开 覆 盖 (US). VE (E, T)/S Ek ER n 维 向 量 空间 
(连同 其 上 的 线性 变换 ) E S 上 的 代数 族 . 由 于 E 是 S 上 秩 n 的 局 部 
自由 层 , 所 以 E 在 每 个 UL 上 的 限制 Elu, 都 是 秩 ”的 自由 OS(U.)- 
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EL THe T E U, 上 的 限制 T|U, 可 以 用 系数 在 Gs(U。) 中 的 n MHE 
阵 表 示 , WEERA Ta. W T Æ Ue 上 的 特征 多 项 式 为 


Prjv, (z) = det(zI — Ta) € Cs(Va)[z]. 


不 难看 出 , 此 多 项 式 与 平凡 化 ( 即 由 同 构 lu, — 6s(U.)^ 所 确定 的 
Glu, 的 局 部 坐标 的 选取 ) 无 关 . 事实 上 ,两 个 平凡 化 所 给 出 的 TIU。 
的 矩阵 (分 别 记 为 Ta 和 TL) 在 Os(Ua) 上 是 相似 的 , 即 存在 矩阵 
Aa € GL,(6s(Us)), 使 得 T, = AaTaAz!. RUA Pru, (x) 在 这 两 
个 平凡 化 下 相等 . 又 设 Us € {Ua} 为 S 的 另 一 开 子 集 , 则 与 上 面 同样 ， 
Priu,nus)(2) 在 &|u,nu, 的 任意 平凡 化 下 相等 . 所 以 在 UN Us 上 
Priv, (£) = Pri(vsnvs)(Z). FÆ, 可 以 将 所 有 的 Priv, (zx) 粘 合 起 来 , 得 
到 一 个 多 项 式 , WA Pr(x): 


Pr(z) =£” +a”! b... a4, a; €T(S, Os), 

HE T(S, Cs) 为 S 的 结构 层 Os 的 整体 截面 . FE, (E, T)/S RET 
代数 簇 的 态 射 

(al ,an): S — A"(k), 

s — (ai(s),--- ,an(s)). 
显然 , 此 态 射 只 依赖 于 (E, 7T)/5 的 同 构 类 . 于 是 , 我 们 可 以 定义 映射 : 
ðs: F(S) > han (S) = Homvar;k(S, A”), 

(£, T)/S] = (a1,-++ , an). 
为 了 说 明 6 符合 本 命题 的 要 求 , 只 要 证 明 更 是 一 个 函 子 态 射 , 即 只 要 
证 明 : 对 于 任意 的 代数 簇 态 射 <: S  S', 下 面 的 图 表 皆 交换 : 

F(S) — han(S) 


F(S") — has (S) 
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HEP k, 是 由 层 的 正 像 (direct image) 诱导 出 的 F(S) 到 F(S") 的 映射 . 
读者 可 自己 验证 此 交换 性 . 口 

根据 这 个 命题 , 我 们 可 以 构造 F 的 一 个 子 函 子 6, 使 得 An 成 为 
6 的 粗 模 空间 . 事实 上 , 对 于 S € (Var/k)°P?, > 


6(5) = ([(&, T)/S] e F(S)| 3ser(S,4) 
使 得 s, T(s),--- ,T"-(s) YE T(S, 6s) 上 生成 £} 


(也 就 是 说 , 6 是 整体 自由 的 )， 再 将 命题 2.2 中 定义 的 函 子 态 射 ©: 
F — har 在 6 上 的 限制 记 为 亚 , 则 (A",v) 是 6 的 粗 模 空 间 . CHE 
还 满足 更 强 的 条 件 , 即 : (An", 亚 ) 是 e 的 “ 细 模 空间 ”. 

定义 2.2 BFF: (Var/k)?P? 5 Sets 的 细 模 空间 (fine moduli 
space) 是 指 (M,®), 其 中 M € Var/k, 6: F — hy 是 函 子 同 构 ( 即 下 
是 可 表 函 子 且 OFDM 表示 ). 

显然 , 细 模 空间 必 是 粗 模 空 间 . 

命题 2.3 ”上 面 构造 的 (A",V) X 6 的 细 模 空间 . 

证 明 ”由 命题 2.2, 我 们 知道 更 : 6 ha ERTAN. PMAR 
要 证 明 V 是 双 射 即 可 . 

由 6 的 定义 , 对 于 (6,T)/S] e 65(5), 存在 s e T(S,6), 使 得 
s, T(s),--- ,T"-1(s) 是 & 的 T(S, Cs)- Æ. 在 此 基 下 T 的 矩阵 为 


00 > 0 On 
1 0 - 0 一 Q7m 一 1 
0 1 - 0 —An—2 
0 0 1 —04 


其 中 a; € T(S, 6s). 所 以 了 的 特征 多 项 式 为 


Pr(z) = 2" -- ayz"^^! +- t an. 
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于 是 对 于 任 一 S$ € (Var/k)9PP, 有 一 一 对 应 : 


6(S) «<> I(S,@s5)" 人 jhAn(5) = Homvar/k(S, A"), 


(&,T)/S] <> (aan) — tr M an(s)). 


证 毕 . 口 

ik R” (moduli) 这 个 概念 最 早 是 来 自 黎 曼 (Riemann, 1826— 
1866 Æ). FH (genus) g > 1 的 紧 黎 曼 面 的 模 空 间 的 维 数 是 3g — 
3， 现 在 “ 模 ” 这 个 字 被 借用 在 其 他 的 相关 的 数学 里 ， 如 在 代数 里 的 
“ 模 ”(module). 


$329 m 


我 们 首先 要 明白 什么 是 拓扑 空间 ，Grothendieck 推广 了 通常 的 
拓扑 空间 的 概念 , 发 明了 我 们 现今 所 称 的 Grothendieck 拓扑 . 没有 这 
个 概念 就 不 可 能 构造 btale 上 同调 (SGA4, SGA5, [BK 86]), Cristalline 
上 同调 ([Ber 74]), 刚性 解析 空间 ([Les 07]) 等 结构 ; 没有 这 些 先进 的 
上 同调 理论 就 谈 不 上 Weil 猜想 ([Del 74]), Ramanujan 猜想 ([Del 71]), 
Mordell 猜想 ([Fal 99]), Shimura-Taniyama 猜想 ([BCDT 01]), Fermat 
大 定理 ([Wil 95]), Serre 猜想 ([KW 09], [Kis 09]), 基本 引 理 ([Ngo 10]) 
等 伟大 的 证 明 . 在 本 章 我 们 学 习 Grothendieck 拓扑 . 我 们 利用 拓扑 
空间 上 的 连续 函数 作为 引子 来 介绍 Grothendieck 的 层 论 . 层 论 原 来 
是 多 复 变 函数 论 的 基本 工具 ( 见 参考 文献 Grauert-Remmert[GR 84]; 
Kodaira[Kod 86]), Grothendieck 则 用 他 的 层 论 研究 数论 ! 我 们 将 介绍 
Grothendieck 层 论 的 一 个 基本 工具 : 平坦 下 降 法 , 并 用 它 证 明 : 概 形 
范畴 的 可 表 函 子 是 层 . 这 恰好 帮助 我 们 了 解 Grothendieck 拓扑 和 层 
这 两 个 概念 . 


83.1. Grothendieck 拓扑 


本 节 回 顾 一 下 拓扑 空间 上 的 连续 函数 层 的 概念 . 
WX 是 一 个 拓扑 空间 , U 是 X 的 任 一 开 集 ， 


f:U SR 
是 一 个 连续 函数 . 对 于 任 一 开 集 VC U,V BU 的 包含 映射 记 为 
PUV : V =U. 


于 是 f 在 V 上 的 限制 flv = f opuv 是 了 到 以 的 连续 函数 . 
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在 X 的 所 有 开 集 上 定义 一 个 结构 F: 对 于 X 的 任 一 开 集 U, + 
J(U)-(f: UAR | /为 连续 函数 }; 
又 对 于 任 一 开 集 的 包含 映射 puv, 定义 限制 映射 
F(puv): FU) ^ Z(V), 
j fopuv. 


ER, 对 于 开 集 的 包含 映射 的 链 W 一 V 一 UV, 有 
F (puw) = F(puv) o Z(pvw). 


容易 看 出 , 多 等 同 于 下 面 的 函 子 . 定义 范畴 TA: 


Obj T={U| UW X WHF}, 
puv, WR VCU, 
g, ”其 他 情形 . 
则 F: TPP 一 Sets 是 一 个 函 子 . 根据 这 个 启发 , 我 们 称 从 FT 到 Sets 
的 反 变 函 子 为 拓扑 空间 X 上 的 预 层 (presheaf). ERR F RA X E 
的 连续 函数 的 预 层 . 

众所周知 , 开 集 上 的 连续 函数 可 以 粘 合 (glue): 设 U,V Æ X BP 
个 开 集 , fi, fo DUE U, V. AR 的 连续 函数 . 如 果 


Hom(V,U) = | 


filunv = falunv; 


则 可 以 将 fi RI. fo 粘 合 起 来 , 成 为 连续 函数 f: UUV >R. 这 样 的 f 
是 由 fi 和 fo 唯一 决定 的 . 反 过 来 , 任 一 连续 函数 f: UUV RE 
一 地 决定 连续 函数 fi = flv : URAE fa = fiv : VR. 这 正 反 
两 方面 的 事实 可 以 表述 如 下 : 即 序列 

F(U UV) —+>F(U) x FV) =F (UNV), 


(fu fo) 一 一 一 filuav 


f — 7 feluav 


正 合 . 这 就 导致 “ 层 ” 的 概念 . 
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说 明 ” 称 映 射 的 序列 A—-B— 0 为 正 合 的 (exact), WE p 
是 单 射 , A y(A) = (be B | ob) = v(b)). 设 X 是 拓扑 空间 , 范畴 人 如 
上 所 述 , F : 一 Sets 为 一 个 预 层 . 称 多 为 人 上 的 一 个 层 (sheaf)， 
如 果 对 于 X 的 任 一 开 集 U 以 及 U 的 任 一 开 覆 盖 V = {Uili el) (I 
为 某 指标 集 ), 下 面 的 序列 都 正 合 : 


F(U) j—— [I j— [I4 vj. 


icl v ij 


其 中 ”为 限制 映射 的 直 积 : 对 于 f e. 


e) 9 Cf oov.:))e][4(v 
icI 
o, V 亦 为 限制 映射 的 直 积 , 即 对 于 €i fio) Eer FU) OCs fis 
D 在 l; £ (U;nU;) 中 (4,3) 处 的 分 量 为 fiopviv;, V(C o ,fi,…)) 
在 [T,; 4 (U; nU;) P {ij} 处 的 分 量 为 fj o puu. 
在 上 面 的 层 的 定义 中 , 我 们 用 到 了 开 和 集 的 交 UNV. 为 了 定义 范畴 
ERIE, 我 们 首先 在 范畴 中 引入 相应 于 “ 交 ” 的 概念 . 
WAW C, 
ABC M BZC 


为 上 内 的 态 射 . 所 谓 f g 的 纤维 积 (fibred product) (请 对 照 1.4.1 小 
节 中 的 范畴 的 纤维 积 ) 是 指 以 下 的 卡 氏 图 (Cartesian diagram): 


Bl: EE c AWA DA Al DRB 满足 fu = gv, 则 存在 唯一 
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的 态 射 w: D P, 使 得 下 面 的 图 表 交 换 : 


我 们 以 A xc B id P. 

Grothendieck 把 拓扑 空间 的 概念 作 了 如 下 的 推广 : 

定义 3.1  —^* Grothendieck 拓扑 (Grothendieck topology) T 
是 指 (Cat T, Cov T), 其 中 Cat T 是 一 个 范畴 ; Cov T P hE- iR% 
X Mor(Cat T) 内 形 如 (U; -Ujier MFR, 满足 以 下 三 个 条 件 : 

(1) # p X Cat T AH FA, X] {p} € Cov T; 

(2) Æ (U; >U} € CovT, 又 有 {Vi; Z U;) € Cov T, W 


(V Z U} € Cov T; 


(3) € (U; > U} € Cov T, V oU & Cat T AHH—-AH, WA 
RU: xv V 存在 ,并且 {Ui xy V > V} € Cov T. 

iO {U U} e Cov T 时 , 我们 把 (U,;) 称 做 U 的 覆盖 (cov- 
ering). 

我 们 又 称 (Cat T, Cov T) 为 一 个 位 形 (site), 又 说 Cov T TE Cat T 
上 定义 了 一 个 Grothendieck 拓扑 . 这 就 如 同 我 们 平常 所 说 的 拓扑 空间 
(X,7) 一 样 , 其 中 x 是 一 个 集合 , r 的 元 素 是 X ATR, 7 满足 开 集 的 
Afr; 这 时 我 们 说 + 是 X 的 一 个 拓扑 (topology)( 在 Grothendieck et 
al. [SGA 3-IJ, Exp. IV, 4.2.5 中 称 这 里 定义 的 拓扑 为 prétopologie). 

例 3.1 GX AMR HBAs, AX 的 开 集 定义 范畴 工 如 前 . 
以 Cat X iT. HH T X 内 任 一 取 定 的 开 集 U, FRU 的 任 一 开 履 盖 
{Ui}ier (PP Ui RU HK, U =Uje Vi). 以 vi: Ui 5 U WASH 
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A, 我 们 便 得 到 范畴 Cat X 的 态 射 的 子 集合 
(Ui UV} ier. 


WX 所 有 的 开 集 U 及 U 的 所 有 开发 盖 给 出 的 所 有 态 射 子 集 (Ui 一 
Djier 所 组 成 的 集合 记 为 Cov X. 注意 到 : 当 U; CU, V CU, 则 


U; xu V = UiNT. 


不 难 证 明 (Cat X, Cov X) 是 一 个 Grothendieck 拓扑 . 

例 3.2 设 E 为 有 纤维 积 之 范畴 .我们 称 E 内 的 一 组 态 射 U; OU 
为 泛 有 效 满 射 (universal effective epimorphism), 如 果 对 任意 Ze Obj € 
及 任意 5 内 态 射 U 一 V, 以 下 两 图 均 为 正 合 : 


Hom(U, Z) —— | [ Hom(U;, Z) [ Hom(U; xv U;. Z), 
ij 


Hom(V, Z) —— | | Hom(U; xv V, Z) —z |] Hom(U; xu V xu U;, Z) 
(Grothendieck et al. [SGA 3]I, IV, 8 1). i Cat Te = €, Cov Te AEC 
内 所 有 的 泛 有 效 满 射 , 则 (Cat Te, Cov Te) 为 Grothendieck 拓扑 . 常 称 
此 为 上 的 典范 拓扑 (canonical topology). 

设 5 是 一 个 固定 的 概 形 . 以 Sch/S id 5- 概 形 的 范畴 . 此 时 称 S 为 
基 概 形 . 我 们 常 以 Mor(Sch/S) 的 适当 的 子 集 来 决定 Grothendieck 拓 
+h. 

设 M C Mor(Sch/S), 满足 下 述 条 件 : 

(1) M 包含 所 有 的 同 构 ; 

(2) 4 0, v € M H dow € Mor(Sch/S), lll à ow € M; 

(3)3$ 0: WU € M, V — U € Mor(Sch/S), 则 


W xpV —V e M. 


这 样 的 M 按 以 下 的 原则 决定 Sch/S 上 的 一 个 Grothendieck 拓扑 , 称 
为 人 -拓扑 (M-topology): 
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对 于 任 一 S- 概 形 U, 考虑 M 的 子 集 { 5 TIjier CM, 这 里 我 
MER Uer e; (U;) =U. 以 RU) 记 这 样 的 子 集 的 全 体 . > 


CvM= |) RW). 
ZEObj (Sch/S) 
所 谓 的 AM- 拓扑 即 是 (Sch/S, Cov M). 

固定 概 形 S. 以 Sch/S 记 由 S- 概 形 所 组 成 的 范畴 . 我 们 说 Sch/S 
内 的 集合 {U; 写 Uher 是 满族 (surjective family), MR U = Ujer Ui 
WR I LEARE, 则 说 (U; > Uher 是 有 限 满 族 . 

例 3.3 RMA Mzar 记 5- 概 形 范畴 Sch/S 内 形 如 [lier Ui > U 
的 所 有 态 射 构成 的 类 , 其 中 U; U 为 开 浸入 (open immersion), 并 且 
{Ui Š Uher 是 满族 , 亦 说 {Uher 是 U OHRA. 我 们 称 这 个 Maar 
拓扑 为 Zariski- 拓 扑 (Zariski-topology). 在 Sch/S 上 装备 上 Maar 所 
决定 的 Zariski- 拓 扑 后 我 们 记 它 为 (Sch/5)zar. 

例 3.4 Rf: X +S 为 概 形 的 态 射 , 称 上 在 点 ZEX 处 是 
平坦 的 (flat), 如 果 Cs j(s) 作为 并 (Cs rm)- 模 是 平坦 的 ， 其 中 Ox 
ZX 的 结构 层 在 z ROE, Osja 是 9 的 结构 层 在 f(z) RHE, 
fË: Osja) 一 Oxs 是 自然 同 态 ， 称 是 平坦 的 , 如 果 对 于 所 有 的 
LEX, 在 zeEX 处 都 是 平坦 的 . 称 f 是 忠实 平坦 的 (faithfully flat), 
wR f 是 平坦 的 并 且 是 满 的 . HAR f 是 拟 紧 的 (quasi-compact), 如 
果 对 于 S 的 任意 拟 紧 子 集 OC, fC) MEX 的 拟 紧 子 集 . 忠实 平坦 
的 拟 紧 态 射 简称 为 fpqc AH (fpqc morphism). 固定 一 个 概 形 S, 我 
们 以 Mepqc 记 Sch/S 内 所 有 fpac 态 射 构成 的 类 . 

现 取 M = Maas U Meppae: 我 们 称 这 个 MM- 拓扑 为 fpqc- 拓 扑 . 在 
Sch/S 上 装备 上 fpqc- 拓扑 后 我 们 记 它 为 (Sch/S)fpqe 

例 3.5 i f:X—58 同上 . 我们 称 了 在 点 ZEX 处 是 有 限 展 
示 的 (finitely presented), WRAL z HH FARIA U = Spec B 以 及 
f(x) 的 仿 射 开 邻 域 了 = Spec A, 使 得 f(U) C V 并 且 由 f 决定 的 4 
- 代数 B 是 有 限 展 示 的 . XE f 在 所 有 CCX 处 都 是 有 限 展 示 的 ， 则 
称 f 是 有 限 展 示 的 . 忠实 平坦 的 有 限 展示 态 射 简 记 为 fppf 态 射 (fppf 
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morphism). 类 似 地 , 对 于 固定 的 S, 以 KMfppt 记 Sch/S 内 所 有 fppf 态 
现 取 M = Maas U NMpppf. 我 们 称 这 个 M- 拓 扑 为 fpqc- 拓扑 . 在 
Sch/S 上 装备 上 fppf 拓扑 后 我 们 记 它 为 (Sch/5)fppt; 
显然 有 


(Sch/S)fpac 2 (Sch/S)gpr 2 (Sch/S)zar 


(Grothendieck et al. [SGA 3], IV, 6.3). 
例 3.6 ”固定 一 个 概 形 X. 引入 范畴 Et/X de T: CU X 的 对 象 是 
étale SH U > X, Et/X 的 态 射 是 指 态 射 交 换 图 表 


b 


X 


V 


U 


其 中 
V—X 和 U>X 


均 为 Ct/X 的 对 象 . 由 étale 态 射 的 性 质 知 VU 亦 为 étale AH. 此 
范畴 内 存在 纤维 积 . 我 们 又 以 Cat (Xa) 记 €t X. 考虑 Et/X AWA 
射 子 集合 {U Uhen 满足 U = ic ViVi). 由 这 样 的 态 射 子 集合 
所 组 成 的 集合 记 为 Cov (Xa). 可 以 证 明 (Cat (Xa), Cov (Xet)) 是 一 个 
Grothendieck 拓扑 . 我 们 称 之 为 X 的 étale 拓扑 (étale topology), 并 
以 Xa 记 étale 拓扑 位 形 . 


832 E 


3.2.1 ”定义 


设 有 Grothendieck 拓扑 了 = (Cat T, Cov T). RK € 为 范畴 , 在 
€ 内 存在 乘积 . 我 们 称 任 一 函 子 F: (Cat TPP CAT ERF € 
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的 FREE (presheaf). 这 样 的 多 常 记 为 F: TP €. WE 多 RAB 


(sheaf), 如 果 以 下 条 件 成 立 : # {U U} € Cov T, 则 下 图 正 合 : 


(*) m) «Tet )—— [I 4t. xy Uj), 


ij 


此 图 中 的 各 态 射 含义 如 下 : 由 U: U 得 到 FU) 222 aU): & 


乘积 [T, F(U) 2 F(U) 的 定义 ,有 了 唯一 的 态 射 
U) 一 ~ 
使 得 priop = 多 (wi). 对 于 每 对 (i,j) 有 纤维 积 


Py 
U; Xy U; ——- Ui 


F (py) 


由 FU) "> F(U; xu Uy) 188] £(U;) «TT; FU: xv U;); 进而 


得 到 
[[#@) 155 []4@u xu Uj), 
i ij 
即 是 p,. 由 pj 出 发 类 似 地 定义 
2: [Lee LA TT FU: xv vj. 
1,3 
所 谓 图 (*) 正 合 的 含义 是 以 下 两 条 : 
(1) pı op = p2 op; 


(2) 对 于 任 一 满足 pı og = p204 HEH q: X IL, F 


唯一 的 态 射 > : X 一 F(U), 使 得 


q-—por. 


Ui), 存在 
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特别 地 , 当 € = Sets 时 , (*) 正 合 即 是 说 p ZAHA 
WF )= {we [Fw w) = pa(w)}. 


这 与 83.1 中 的 说 明 相符 . 

从 以 上 的 定义 可 以 看 出 层 F 与 范畴 上 的 拓扑 T HA. 

由 MM- 拓扑 决定 的 层 称 为 M- 层 (AM-sheaf). 当 M = MzarUMepac 
时 , 常 简称 一 个 AM- 层 为 fpqc- 层 . 同 理 可 如 此 定义 fppf- 层 . 

不 难 验 证 , WRAT F: (Sch/S)?PP 一 Sets 满足 下 述 两 个 条 件 ， 
则 它 是 一 个 M-E: 

(a) 对 于 任意 一 组 T; € Obj (Sch/S) (i e D), BRES 

F (JIZ) —T] FT 
icl icI 

是 双 射 (这 里 DT 表示 概 形 的 无 缘 并 (disjoint union), [| 表示 集合 的 直 
积 ); 

(b) 对 于 任 一 :7T' 一 Te M, 下 面 的 序列 正 合 : 


F(T) — F(T) = == F(T’ xr T^), 


其 中 pi, po 是 由 纤维 积 的 定义 给 出 的 投射 , 如 下 面 交 换 图 表 所 示 : 


T" xo pt sp 


r| |: 


ST 


(Grothendieck et al. [SGA 3];, IV, Prop. 6.3.1). 

有 了 拓扑 便 可 定义 层 . 我 们 将 证 明 以 下 的 Grothendieck 定理 : #7 
X € Sch/S, 则 Hom(*, X) 是 fpqc- 层 . 由 M - 层 所 组 成 的 范畴 记 为 
(F/S)m. W] Grothendieck 的 定理 说 : 透 过 X 一 Hom(«, X) = hx 我 
们 可 以 把 Sch/S 看 做 (多 /5S)rpac 的 全 子 范畴 . 这 是 “下 降 法 ”的 一 个 
基本 结论 . 我 们 将 证 明 : MRS: X 一 Y 是 有 限 展示 忠实 平坦 的 概 形 
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态 射 , WW F: hx 一 hy 是 fppf- 层 满 射 . 如 果 此 命题 人 们 都 说 是 显然 的 ， 
读者 看 法 如 何 ? 我 们 建议 读者 先 自 寻 证 明 . 证 不 出 来 再 看 下 去 , 那 才 有 
意思 , 才 看 到 Grothendieck 的 才智 ! 否则 只 是 别人 写 下 来 的 一 堆 符号 
而 已 . 这 样 说 不 知 这 部 书 讲 什么 是 不 公平 的 . 

3.2.2 BW 


像 以 前 一 样 , 我 们 以 Ab 记 交 换 群 范畴 . 

给 定 Grothendieck 拓扑 T. 将 了 上 的 所 有 取 值 于 Ab WHE 
TP — Ab 组 成 的 交换 范畴 记 为 P. 以 6 id 8 内 的 所 有 的 层 组 成 的 
范畴 , 则 6 是 第 的 全 子 概 形 . Ui: 6 一 第 记 包含 态 射 . 对 于 任 一 
Pe, 可 以 构造 多 的 层 化 (sheafification) A*+ e 6, 使 得 对 于 任 一 
FEG, 

Home (Y**, F) —5 Homg (FY, F) 


为 双 射 . 初学 读者 可 以 略 去 以 下 的 证 明 . 
首先 整理 Ue Obj (Cat T) 的 覆盖 的 全 体 . 为 此 我 们 引入 范畴 Jv 
WF: Obj (Ju) 是 Cov T 内 {Us 一 Ujaer 的 全 体 ; Ju 的 一 个 态 射 


[ts Ue 1G Di 


是 指 有 一 个 映射 。: 1 9 J, 使 得 对 于 任 一 a € I, A U-DI fa: Ua 一 
Ve(e)s 即 下 面 的 图 表 交 换 : 


Ua 
U 
这 样 的 {Ua 一 Ulaer 常 称 为 (V, 一 U bres 的 加 细 (refinement) E ss. 
X f: {Ua > U}acr > (V, > U}ves 是 加 细 覆 盖 , 则 有 交换 图 表 


Ve(a) 


6 < < 
U <— (Us) ê (Ua xu Us} 4—;— {Ua xv Ug xv Uy} Z— 
-X—— X——— 

| [xf ó [ens 
6 < 一 arr 


DU«—— | a {Vo xv Vu} <—— {W xv Vu xv Vj) Z—— 
< 一 一 一 -———— 


§3.2 Æ 


SUR 2 eq, 则 得 复 形 同 态 f*: 
[PU = [20 Xu Ug) —> 


E [aun 


[[ 2%) == [[ #™ xu V) — -- 


这 就 决定 了 同 态 : 


Ker([] (Wo) 一 二 Pa xc Us) 


a aß 


« 


Ker([] 20v) =—= [I tv. xv v;)) 


vy 
可 以 证 明 : 若 有 两 个 加 细 
f, g: {Ua > Ujaer > (V, ^ U]ves, 
则 fj =95. 从 预 层 A eB WR, 对 于 UE Obj (Cat T), 定义 函 子 
Sy: XP? — Ab 
如 下 : 


Zy((U, > U}) = Ker(TI P Ug) == [[ PW xv Us). 


a a,b 


然后 通过 正 向 极限 定义 
P* (U) = lim Py. 
我 们 解释 一 下 这 个 正 向 极限 的 含义 . 首先 , 在 Ju. 中 定义 偏 序 2: 


{Ua > U} 2 {V,— U} 
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当 且 仅 当 存在 NP 内 的 态 射 
{Ua > U} (V, U}. 
对 于 {Ua > U}, {V, > U} € Cov T, Ẹ {Ua xu Vo} e3v, 且 有 态 射 
{Ua > U} 


(Us Xu La 


(WU; 


这 说 明 Gu, 2) 是 一 个 反 向 系统 (此 反 向 系统 的 完备 化 记 为 Ju). 于 是 
反 范 畴 ITP? ERF > 下 构成 正 向 系统 , 它 诱导 出 正 向 系统 D (OU). 
lim Py 就 是 这 个 正 向 系统 下 的 正 向 极限 

EF o: VU e Mor(Cat T), WAT 


Jl): Ju > Jv, 
{Ua > U} 5 {Ua xu V > V}. 
由 于 Ker 为 函 子 且 下 图 表 交 换 : 


Ua xy V £—— Ua xy Ug xy V & (Ua xu V) xv (Ug xu V) 


| 


Us 
所 以 Py > Py o Jle) 是 函 子 态 射 . 于 是 o 诱导 出 态 射 


PHU) = lim Py — lim Py = P+(V). 


Ua XU Ug 


这 说 明 多 + : TP Ab 是 预 层 . 

在 这 里 我 们 引入 一 个 术语 : 我 们 说 预 层 多 有 性 质 (+), 如 果 对 于 
任意 的 {Ua 一 U} € Cov T, 多 决定 的 态 射 APU) 一 [[ 多 (UV。) 是 单 
射 . 

由 下 面 的 引 理 我 们 可 以 看 出 : € 2 是 预 层 , 则 多 ++ AB. 
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引 理 3.1 (1) AECHLP, 1 2t 满足 条 件 (十 ); 

(2) PEP BAKF (+), 则 Pte. 

证 明 (1) R PEP, {Ua SU) € Cov T. RK 51,52 € P+ (U), 
使 得 对 于 所 有 的 o 都 有 


P (Pa)(51) = P+ (ea)(82) (€ P*(Ua)): 
按 上 述 正 向 极限 的 构造 , 存在 (V, >U} € Cov T, 使 得 51,52 被 
Ker([[ AV.) == [[ v» xv V,)) 
中 的 两 个 元 素 51,52 所 代表 . 对 于 每 个 UV 取 定 一 个 这 样 的 VL, 并 且 记 
此 JJ vla). 这 时 Pt (yo)(5i) 可 由 s; 在 


Ker([[ PUa xv Vo) = [[ P(e xv V; xv V,)) 
中 的 像 所 代表 . 由 假设 条 件 , 存在 {Waw > Us) € Cov T, 使 得 51, 82 
在 I], 多 (Wa) 中 相等 . 交换 图 表 


Wa, ——> Uz ——>U 


Lge 


Vala) 
WH {Wow > Uja Æ{V, > UWA. 由 于 si, sz 在 Tl, (Wa) 
中 相等 , 故 5; = So. (1) 证 毕 . 
在 证 明 (2) 之 前 , 我 们 先 证 明 以 下 的 事实 : 
(#) 车 2 e p RERE (4), Wao 中 的 态 射 {V > U) {Ua >U} 
决定 的 态 射 


Ker(TT A.) == TT 7U xw Us) 


——À Ke(TT AV) > IT Z(V, xu V,)) 
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是 单 射 . 
事实 上 , 考虑 交换 图 表 
V, XU Us 


pı pa 

"am 

Ws l " d 
对 于 固定 的 a, 有 (V, xu Us 一 Us), € Cov T. 由 条 件 (+) All, 

[[ 2W2)  [[4t(v xu Ua) 
为 单 射 另外 , (V, xu Ua 一 Ujaw € Cov T. 所 以 
p2: (V, xu Ua > U} > {Ua > U} 
是 3v 中 的 态 射 , 并 且 决定 单身 
Ker(| | 2(0.) => [| PWa xv va) 
—» Ker([] A(W xu Ua) 
= [[ 4v xv Us xv V, xv Up). 


而 po = f opi, 所 以 (#) 中 由 f 所 决定 的 态 射 是 单 射 . 
现在 返回 结论 (2) 的 证 明 . ÆR (V, > U} e CovT 及 


8€ Ker([[ P+ (Va) — |] Pt (Va xv Va). 


我 们 的 目的 是 证 明 层 的 定义 中 的 条 件 (x) 成 立 , 即 多 + 中 存在 其 像 为 
5 的 元 素 . 
以 Sa € PT (Va) ids 的 分 量 . 取 {Wav — Val» € Cov T, 使 得 存 
在 
s € Ker(] | P(Wev) = [[ Qo, x Ww) 
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代表 sa 考虑 下 面 的 交换 图 表 (其 中 的 每 个 方块 均 为 卡 氏 图 ): 
{Wav} <— (Wa, xu Va) <— {Wav xu Wau} 


{Va} <—— {Va xu Va) <—— {Va xu Way} 
U< {Va} < {Way} 
由 Wav — Wav Xu Va 得 到 P| Wav) se (Ws, XU Va). 这 样 ， Sa 
就 决定 了 


slg € Baill Z (Wav Xu Va) 


= [[ ?Wo x Vo) xvaxvva Wav x V9) 


同样 地 , se 决定 
s25 € Ker([[ P(Va xv Way) 


= I] P((Va Xu Way) XVaxuVe (Va Xu Wayr))). 
由 我 们 假定 的 5 所 满足 的 性 质 知 , sl 与 82 代表 P+ (Va xu Va) 中 
的 同一 元 素 , 即 在 


{Wav XU Va — Va Xu Va} All {Va XU Wen — Va Xu Val 


的 某 个 共同 的 加 细 中 sls 等 于 525. dui m (#) Al, sig 
与 S25 在 任 一 共同 加 细 中 均 相 等 ， 所 以 在 DL Wav xu Way) 中 slg 
等 于 o, 这 就 是 说 , s 属于 


Ke([[ P(Wav) =Œ [| FWo xu Wa). 


ouv aw, bu 


所 以 se *(U). (2) 证 毕 o 
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注 “ 层 ” 原 来 不 是 这 样 定义 的 . 可 看 [God 73]. 最 早 有 效 地 使 用 
“ 层 ” 当 是 法 国学 派 H. Cartan 用 在 多 复 变 函数 论 去 改进 日 本 人 Oka 
做 的 工作 . 见 Gunning and Rossi, Analytic function of several variables, 
Prentice-Hall, 1965. 这 成 为 多 复 变 函数 论 的 主流 方法 . 亦 可 见 我 国 数 
学 与 世界 科学 脱轨 了 . 
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3.3.1 ACR TPE 

从 这 一 节 开始 我 们 将 讨论 概 形 范畴 的 下 降 理论 . 在 算术 代数 几何 
中 , 将 基 概 形 归结 到 Spec Z 或 Spec Ok (OF 为 某 个 代数 数 域 K 的 整 
量 环 ) 是 不 可 避免 的 . 

固定 一 个 基 概 形 S 以 及 概 形态 射 p : S' 一 S, 则 有 基 变 换 (base 
change) KT 

p*: Sch/S — Sch/S', 

其 定义 如 下 : 


(1) 对 于 X € Obj (Sch/S), 定义 w*(X) =X xs S (WA X^); 
(2) 对 于 uc Homs(X, c Hom(sas)(X, Y)), 即 有 交换 图 表 


NA 


X 


由 X' 的 定义 , 有 交换 图 表 
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将 以 上 两 个 图 表 结 合 起 来 , 得 到 交换 图 表 


uopi 


X'—Y 

a — ag 
Tfj Y' — yp*(Y) «Y xsS', HARM EX, 存在 唯一 的 态 射 w : X' 
Y', 使 得 下 面 图 表 交 换 : 


其 中 qi ga AY =Y xs S BY, S 的 投射 . 我 们 就 定义 o*(u) = 
u. ZELK o 显然 是 由 范畴 Sch/S 到 Sch/S' 的 一 个 函 子 , 即 
对 于 任意 的 Sch/S 中 的 态 射 XY —5Z, 由 纤维 积 的 定义 性 质 有 
q* (vou) = p*v o p*u. 

一 个 重要 的 问题 是 : 对 于 给 定 的 基 概 形 S 和 两 个 S - 概 形 X, Y, 
决定 下 述 态 射 的 像 : 

Homs(X,Y) — Homg(X',Y'), 
uc—> u = q*u. 

这 就 像 解 方程 时 , 在 求 一 个 方程 在 某 个 域 (相当 于 这 里 的 S) 中 的 解 时 ， 
去 决定 该 方程 在 某 扩 域 (相当 于 S^) 中 的 解 . 

要 了 解 这 个 问题 , 我 们 找寻 ot 的 像 中 的 元 素 所 要 满足 的 必要 条 
fr. 像 前 面 一 样 , Kp: S 一 5 为 概 形态 射 , X,Y 为 5 - 概 形 , 即 有 下 


面 的 交换 图 表 : 
NA 


S 
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LR X' =F X=X xs 8h Y'~ptY =Y xs 9, 
u =u: X 2 Y' 


为 9/- 概 形态 射 . 
KS’ 与 自身 (关于 同一 个 态 射 p : S' S) ES 上 的 纤维 积 为 
S" = S' xs S', 即 有 下 面 的 交换 图 表 : 


1 
p. Aa / 
^ si 


INi 


$'——»8 


其 中 yi 和 o, 是 由 纤维 积 的 定义 给 出 的 Ss" 到 两 个 5' 的 投射 , v = 
popp, = yo pph. 这 样 的 纤维 积 常 记 为 


f 

gat g pman st 
" 
2 


首先 考虑 v. 我 们 断言 (yp1)*X' 是 
f: X^5S A p=yog,: SHS 


在 S 上 的 纤维 积 . 事实 上 , 设 2 为 任 一 概 形 , a: ZX MB: zo S" 
为 概 形态 射 , 使 得 下 面 图 表 中 的 实 线 箭头 组 成 的 部 分 交换 : 


其 中 p 和 po 是 纤维 积 X' = X xs S 分 别 到 X 和 S' 的 投射 . 由 于 
X' 2 X xg S', 故 存在 唯一 的 态 射 人 : Z> X (如 上 面 图 表 中 的 虚线 
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箭头 所 示 ), 使 得 上 面 图 表 交 换 , 即 有 
a=piop, p10P=p2ok. (3.1) 


由 (p14)* 的 定义 ,有 (AX = X" xs S". 3 (o1) X B XR s" f 
投射 分 别 为 p RI pl, 即 有 下 面 的 交换 图 表 


Xa (PX 
| 
Ss’ e S" 


HTu:Z—xX'fll8: Z— S" WE poou— wi oP, 故 存在 唯一 的 
态 射 6: Zo (pix, 使 得 
WH=p100, B=p200. (3.2) 

以 p 作用 于 (3.2) 中 的 第 一 个 等 式 , 由 (3.1) 中 的 第 一 个 等 式 得 到 
piop,od=piop=a. 由 此 即 知 , 0 是 满足 

=plopiob， 

B=p,08 
的 唯一 的 态 射 (我 们 说 明 9 的 唯一 性 ， 如果 有 另 一 个 0, 使 得 a = 
pı o (pi 00) A 8 — p5o8', WW pi o8 = p1 opo ob! = p20 (p, 06’). 由 于 
X' = X xs S', 所 以 由 ol =p. SH b= p00 以 及 纤维 积 (Yi X' 
的 定义 性 质 , 即 知 9' = 0). 这 证 实 了 我 们 的 断言 . 同时 , 我 们 也 看 到 ， 
(pi)*p*X 到 X 和 37 的 投射 即 是 pi op, 和 ph. 于 是 (在 同 构 意义 下 ) 
有 
WX= (o1! X' = (91) "X. 

这 就 是 说 , 对 X 用 o oh 两 次 拉 回 和 用 一 个 v 拉 回 是 一 回 事 . 确切 地 
说 , 即 

(pp — v* 
是 由 范畴 Sch/S 到 Sch/S" 的 两 个 函 子 之 间 的 同 构 . 
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对 于 o5 进行 同样 的 讨论 , 也 有 函 子 同 构 
(pa — v*. 
于 是 , 对 于 任意 的 态 射 u: X 5 Y e Homs(X, Y), 有 交换 图 表 
(pL) w* X > WX <> ph) "X 
(91) e*u vu (~2)"p*u 
la pY —— pY <= (po) py 
如 果 将 (oiv X 及 (v5)vt X 885 v*X 等 同 起 来 , 也 将 (Y 
A (o5)*v*Y 与 vy 等 同 起 来 , WA 
(pw = (v1)*e*u = v*u = (e2)'v*u = (v2) v. 
这 样 , 我 们 得 到 了 前 面 提 出 的 问题 的 答案 , 即 下 面 的 命题 : 
命题 3.2 BH y*: Sch/S 一 Sch/S' €d o: SoS 诱导 的 基 
ERDF, 
S -- an S! € s" 
?2 
是 两 个 S' AS 上 的 纤维 积 ， 
yi: Sch/S’ > Sch/S" (i=1,2) 

是 由 pi FFHARRAT. LHX, Y A SMH, 

X’=y"X, Y'-q'Y, w'eHomg(X',Y^). 
3» RAH u € Homs(X, Y), 使 得 p*u — u', MLA 

giu = gu’. 

换 句 话说 ， 


Img (Homs (X,Y) -E£ Hole ERR Y) a 
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ei 
Ker (Homs (X', Y) == Homs. (X", Y^) (3.3) 
93 


其 中 X" = X xs S" Y" = Y Xg St 
fi 
Ker(A—sB) = {a € A | fi(a) = fo(a)}. 


说 明 EE Sch/S PR M c Mor(Sch/S) 为 所 有 同 构 以 及 它 
们 的 纤维 积 组 成 的 子 集 ， 又 对 于 取 定 的 两 个 5- 概 形 X, Y 以 及 任 一 
e: S' 2 S (€ Sch/S), > 


Flp) = (e'(u) |u : X 2 YA SHESH), 


di (3.3) PRY "c" “=”, 则 多 是 一 个 M- 层 . 

从 以 上 的 讨论 我 们 可 以 理解 以 下 一 般 的 定义 . 

给 定 内 部 存在 纤维 积 的 范畴 e. 假设 对 于 任 一 S € Obj e, 都 已 给 
出 一 个 范畴 Cs; 对 于 任 一 p: 5' sS eMo €, 又 给 出 函 子 o^ : Cs 一 
Es. 我 们 进一步 假定 以 上 的 资料 满足 下 述 四 个 条 件 : 

(1) EF e 内 的 态 射 s" s s' sS, 则 有 自然 同 构 


y* o o* —(por)*; 


(2) 车 有 内 的 态 射 s" 25 9” 22. 5° 5 5, 则 从 (1) 得 出 的 同 构 
使 得 下 面 的 图 表 交 换 : 


E 


3 05 0 Q1 ——— (p20 3)* o v1 


=| |. 


p3 o (p1 © Y2)* 一 > (91929 3)* 


(3) (id)* = id; 
(4) 从 (1) 得 出 的 同 构 


(id) op* “s(poid)* 及 w*o(id)* (ido) 
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均 是 id. 
MAH o: 5' 一 5 得 出 的 纤维 积 记 为 S xs S', 亦 即 有 下 面 的 卡 
式 图 : 
S' eR. S^ xs S! 


e| | |» 


gat 


JFU v dd pop = pog. 

我 们 引进 新 的 范畴 c。 如 下 : €, 的 对 象 是 偶 对 (6,0), 其 中 E < 
Obj cs 0 :06 一 phe’ 为 同 构 ; Cs 的 态 射 (81,0) (m, 7) 是 指 Cs 
的 态 射 ul: €  n!, 它 使 得 下 面 的 图 表 交 换 : 


这 样 , 我 们 便 可 以 考虑 函 子 
Cs — Cy, 
Em (v6, v" (le). 


当 此 函 子 全 忠实 时 , 我 们 便 称 y: S 一 S 为 下 降 态 射 (morphism of 
descent). 此 即 是 说 : 车 有 Es 内 的 态 射 (e! on’, 0, 7), WA es 内 的 
Au: £n, 使 得 vw = olu). 我 们 继续 以 上 的 讨论 . WA: S’ = 
S' xs S 记 对 角 态 射 . 又 引进 序列 
pi 
S< 8 m S xs 8! <2 S xsS' xs S. 

车 E € Obj €s, 当 以 下 三 个 条 件 成 立时 , 我 们 称 态 射 0 : pte’ 一 p5€ 
A E 的 下 降 资 料 (descent data): 

(1) 9 是 同 构 ; 

(2) A* o0 = id; 


$833 T M X 73 


(3) p32(9)p31 (8) = p3: (0). 
我 们 还 引进 范畴 Do, 它 的 对 象 是 偶 对 (6,0), 其 中 


& € Obj cs'， 
9 是 E 的 下 降 资料 ; Ds。 中 态 射 的 定义 如 €, 中 一 样 . 同样 定义 函 子 
Cs > Dy, 
E (v6, v" (le). 
若 此 函 子 为 范畴 同 构 , 则 o 称 为 有 效 下 降 态 射 (morphism of effective 


descent). EE: 车 有 D, ARN (£,0), WA € e Obj Cs KEH p: 
pre 一 €, 使 得 下 面 的 图 表 交 换 : 


来 * Pip * 
Diet => pi& 


= 


VE 6 


bd 
PP X 


Dio G —— pt 


以 上 的 定义 看 来 很 复杂 . 但 这 是 整个 “ 模 ” 理 论 中 的 基本 思想 . 在 
3.4.1 小 节 中 我 们 将 看 到 执行 这 些 指 令 的 一 个 实际 例子 . 


3.3.2 ”一 般 下 降 


上 一 段 所 谈 的 是 纤维 范畴 下 降 的 特例 . 现 讨论 一 般 的 情形 . 

投射 映射 pr; : Xx.…x 久 一 久 中 的 因子 标号 我 们 将 设 为 从 i=0 
开始 , (29,21, ,zi H Ti. 

定义 3.20 i p:6 € 是 一 个 纤维 范畴 . 取 定 p 的 一 个 拉 回 的 
选择 . id U — {fi: Ui > Uher EC H-KAH. 假定 所 有 的 纤维 积 
Ui xy Uj 和 Ui xy Uj XU Ux 都 存在 . 

(1) 设 有 Xi € 6v, 及 同 构 


ij : proXi — pri X; € Gu,xyu; 
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使 下 图 为 范畴 Ou, xyUj; xy Ux 内 的 交换 图 


而 
Pro2Pik 


proXi pr Xx 
* 
priX; 


称 此 图 为 上 闭 链条 件 (cocycle condition). 这 时 我 们 称 (Xi, vi) 为 相对 
T 4 的 下 降 资 料 (descent datum). 

(2) 两 个 下 降 资 料 之 间 的 态 射 (morphism of descent data) v : (Xi, 
vig) > (Xi v) 是 指 一 组 态 射 : 人 = (vilien 其 中 v: Xi > X; € Gv, 
使 得 下 图 

pro Xi s. pri X; 
pro X; s priX; 
在 范畴 Ov xu, 内 交换 . 

不 难看 出 用 以 上 定义 便 可 得 到 的 下 降 资料 范畴 (category of 
descent data), 记 之 为 DD(Y). 

RAMÉ T = (Cat T, Cov T). NAR AAA RT 


Cov T => DD: Yo DD(Z). 


EX 3.3 ip:6 — € X — ^ HERI. 取 定 p 的 一 个 拉 回 的 
选择 . KV = {fi: Ui > Uher 是 EC 的 一 组 态 射 . 假设 所 有 的 纤维 积 
Ui xu Uj 和 Ui xy Uj xy Ux 都 存在 . 

(1) X € Gy 的 平凡 的 下 降 资 料 (trivial descent datum) 是 相对 于 
{idu : U > U} 的 下 降 资 料 (X, idx). 

(2) RX e Gy, 利用 映射 组 


把 平凡 下 降 资 料 (X,idx) 拉 回 得 出 的 (f? X, can) 被 我 们 称 为 典范 下 


降 资 料 (canonical descent datum), 
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(3) 我 们 称 相对 于 UY 的 下 降 资 料 (Xi pi) 为 有 效 下 降 资 料 (effective 
descent data), 如 果 存 在 X € Gy, 使 得 (Xi, vij) 同 构 于 典范 下 降 资 料 
(f? X, can). 

利用 法 则 : X e Gy 5 X 的 典范 的 下 降 资料 , 可 得 函 子 


Gy — DD(Y). 


可 以 证 明 : 一 个 下 降 资 料 为 有 效 下 降 资料 当 且 仅 当 此 下 降 资料 在 以 上 
AT WE (essential image) 之 内 . 


83.4 平坦 下 降 


3.4.1 ” 模 的 平坦 下 降 


这 里 所 述 的 下 降 理论 是 Grothendieck 建立 的 . 在 此 之 前 人 们 只 考 
虑 过 一 些 特殊 情形 . 模 的 平坦 下 降 是 概 形 的 平坦 下 降 (flat descent) 的 
基础 , 它 可 以 被 视 为 仿 射 概 形 的 平坦 下 降 . 

设 R 是 环 , M 是 R- 模 . 如 果 任 一 R- 模 的 正 合 序列 


A-———B——G 


用 M 作 张 量 积 后 得 到 的 序列 
A&M —-B&M—-C&M 


仍然 正 合 , 则 称 M 为 平坦 的 (flat) R- 模 . 我 们 称 R- 模 M 是 忠实 平坦 
的 (faithfully flat), 如 果 上 述 的 两 个 R- 模 序列 的 正 合 性 相互 蕴涵 . 

Wf:R—Adé—^ R- 代 数 . 以 下 我 们 总 是 假定 4 (在 R E) 是 
忠实 平坦 的 . 除 特别 指出 外 , 所 有 的 张 量 积 都 是 在 环 R 上 的 . 

我 们 要 考虑 与 上 一 节 密 切 相 关 的 类 似 的 问题 : 

给 定 一 个 A M, 在 什么 情况 下 存在 一 个 R- 模 N 使 得 M = 
ASN? 更 确切 地 说 , M 具有 怎样 的 结构 能 够 保证 N 的 存在 性 与 唯一 
PE? 
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例如 , di M 是 自由 AR, 取 定 其 一 组 基 , 则 有 构造 自由 R- 模 N 
的 典范 的 方法 , 即将 这 组 基 作 为 N 的 RR- 基 . 


在 A 与 自身 的 各 种 重 数 的 张 量 积 之 间 有 很 多 映射 . 特别 地 , 有 


A-5,A9 A-5549 AG A--- 
a4, 4, 
da 
(3.4) 
80 so 
gL 


其 中 d; 是 所 谓 的 “ 面 ” 算 子 , 它 的 作用 是 将 1 插入 张 量 积 的 第 i 个 位 
置 (我 们 将 最 左 端 作为 第 0 个 位 置 ), 例如 


di(ag b) -a&1Gb. 


所 有 这 些 映射 di, si 都 是 R- 代 数 同 态 , 并 且 满 足 某 些 显然 的 关系 式 , 例 
如 


so © dọ = s1 ° dı = +-+- = id, 


do © 89 = 81 O do, +++. (3.5) 


这 些 关 系 式 使 得 (3.4) 成 为 一 个 所 谓 “ 余 单纯 形 代数 ”(co-simplicial 
algebra), 称 为 Amitsur 复 形 (Amitsur complex). 我 们 将 仅 用 到 (3.5) 
中 的 个 别 的 等 式 . 

设 N 是 一 个 RE. 我 们 可 以 将 N 中 的 标量 扩充 到 任 一 R- 代 数 
A, 其 结果 记 为 Na, 它 典范 地 同 构 于 N@4 和 A@ NN. 为 方便 起 见 , 以 
下 我 们 将 这 两 个 张 量 积 都 记 为 Na. WR A> BE RRA, WE 
诱导 出 ARAMA NA 一 Ng. 将 此 事实 应 用 于 (3.4) 式 与 NN 的 张 量 
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积 , 我 们 得 到 相应 的 一 组 映射 : 


do do 
Na —> Naga— NAgAgA^'- 


di di 
d2 

一 一 
EI so 


说 明 ”这 些 映射 显然 也 满足 (3.5) 式 中 的 关系 式 . 

以 下 的 事实 是 模 的 平坦 下 降 理论 的 基础 . 

命题 3.3 ARH, AABK PEN RRA, N 是 R- 模 , 则 下 
面 的 序列 正 合 : 


do 
N —> Na — Naga, 
di 


其 中 第 一 个 映射 定义 为 i(n) =n@1 GRAM, Na A N & A). 特别 地 ， 
序列 
f do 
R 一 一 ~ 4 => AQA 
EA. 
证 明 ”由 于 4 在 RR 上 是 忠实 平坦 的 , 所 以 我 们 只 要 证 明 


d do 
Na—>Naga—Naeaea (3.6) 
1 


IES. 因为 so odo = id ( 见 本 命题 前 的 说 明 ), A (3.6) 式 中 的 第 一 
个 do 是 单 射 ， 只 要 再 证 明 (3.6) RÆ Naga 处 正 合 . 对 于 任 一 x € 
Img(NA “> Naaa), 设 z=dy=ye@l 其 中 yeNa. 则 

doz —do(y&81)—-y&1&1- di(y& 1) = diz, 


即 


do 
rE Ker(Naga—Nagaea). 
1 
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Rz, 设 ze Naga 满足 dox = diz; 则 由 do © So = 81 Odo, 有 
z = (sı o di)z = (81 o do)z = (do o so)z = do(soz), 
故 ze Img(NA £> Naga). 口 
MER M 是 一 个 AK. 用 4 @ 4 作 M 的 标量 扩充 . 当然 必须 

明确 A@ A 的 4- 模 结构 , 即 A 在 A@ 4 上 的 作用 . AG 4 的 最 自然 
的 4- 模 结构 有 以 下 两 种 : 对 于 任意 的 co, € A, 

b.(a®a’):= (dob)(a & a') = (1& b)(a& a") =a & ba, 

b. (a & a!) := (dib)(a & a^) = (b& 1)(a& a) 2 bac q', 
即 通过 do 和 di 所 定义 的 两 种 4- 模 结构 (其 中 的 “.” 表 示 环 在 模 上 的 
EH). 相应 于 这 两 种 模 结构 的 M 的 标量 扩充 分 别 记 为 

(4@4)@aM 和 Mea(4@4)， 


Wt JS RO i 
(48 A) 8a M — Aa M, 
(a & a") & magam 


M 84 (48 A) ——-Ma&A, 
m G (a & a^) ——- am gad. 
(注意 , 上 面 给 出 的 4@ A 的 两 种 模 结 构 保证 了 这 里 的 两 个 同 构 映射 是 
良 定义 的 , 例如 , 对 于 第 二 个 同 构 , 在 其 左 端 相等 的 元 素 
(b- (a & a')) @m(= (ba@a’)@m) 和 (a@a')@bm 
的 像 皆 为 abm @ a^). 此 两 式 的 右 端 的 A @ 4- 模 结构 是 自然 的 , 即 对 于 
b,b',,aeE A 和 meM, 有 
(b&b )-(a&m):-bagbm, (b@b')-(m@Ba):=bm@d a. 


不 难 验 证 , 上 述 两 个 同 构 映射 确实 是 (A @ A4)- 模 同 构 , 即 映 射 与 4@ A 
的 作用 可 交换 . 
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注 “” 对 于 一 般 的 4- 模 M, (4@4)e@aM 和 Me@a(4@4) 作为 
(48 4)- 模 并 不 一 定 同 构 . 例如 , 设 R= k 是 一 个 域 , 4 = kle] 为 大 上 
的 一 元 多 项 式 环 , M = A/(x), 则 


(A8 A) 84 MŽ M 84 (AG A). 


( 试 证 之 ). 但 是 , HM = Na ERA REN 用 4 作 标量 扩充 的 结果 ， 
则 以 上 的 两 个 4@ 4- 模 都 典范 地 同 构 于 Nasa. 
回忆 本 节 开 始 提出 的 问题 , 作为 问题 出 发 点 的 4- 模 M 需要 表 成 
EA R- 模 N 的 标量 扩充 , 即 M = 4@ N. 所 以 我 们 应 当 对 于 M E 
ERE, 以 避免 上 述 的 不 同 构 情 形 的 发 生 . 这 就 导致 下 述 的 定义 . 
EX 3.4 i M 是 一 个 AR. M XT f: ROA 的 下 降 资 
料 (descent data) 是 指 一 个 (A & 4)- 模 同 构 


使 得 下 面 的 图 表 交 换 : 


02 


M&GAGA AGMGA 


(3.7) 
0 8o 


4@4@M 
其 中 0i(i = 0,1,2) 是 在 9 第 i 个 位 置 插入 一 个 A 的 恒 同 映射 的 张 量 
BR, 详 言 之 , 即 
bs(m & a & b) = (6(m & a)) & b, 
bola & m & b) = a & (6(m & b)), 
01(m @a®b) = (1&8a6G1)-di(0(m & b)) 
(最 后 一 个 等 式 右 端的 “ ”表示 ASASAJR ASAGM 上 的 模 作 用 ， 
Bp ape RAR). 
定理 3.4 GEM 是 具有 关于 f: 已 一 4 的 下 降 资 料 0 的 A. 
则 存在 RR- 模 入 和 4- 模 同 构 


9: NA— M, 
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使 得 下 面 的 (4A @ 4)- 模 同 态 的 图 表 交 换 : 


Ng@422AMoe4 


IR 


Naga 8 


IR 


AG NA-29$ A@M 


这 样 的 偶 对 (Ng) 在 自然 的 同 构 意 义 下 是 唯一 的 ， 被 称 为 M XF 
f: R— A 的 下 降 模 (descended module). 
证 明 ”考虑 R- 模 同 态 的 三 角形 图 表 


MQA 

此 图 表 不 一 定 交 换 . 但 是 , 无 论 如 何 , 我 们 有 一 对 R-RAS 

do 

MA®M. 

0d; 

4 K 为 这 一 对 映射 的 核 , 即 有 正 合 序列 
K_—:~M— EAS M. (3.9) 
Ody 

因为 do 和 0d, 均 为 R- 模 同 态 , 故 K 为 R-BR. 由 定义 ,为 嵌入 映射 ， 
它 诱导 出 4- 模 同 态 


ó: K@A 一 M, 
k&el e k. 


我 们 要 做 的 事情 是 : 证 明 o 是 4- 模 同 构 , 进而 证 明 (K, 4) 符合 本 定理 
的 要 求 及 其 唯一 性 . 
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用 A 从 右边 分 别 对 (3.8) 和 (3.9) RE R 上 的 张 量 积 , 我 们 可 得 
到 4- 模 图 表 


do 


K 8 A—— MQA A®M@A 


0d181A 


di 05 
M®A@A 


其 中 A 从 右边 作用 在 模 上 . 由 6; 的 定义 , 易 知 此 图 表 中 底部 的 三 角形 
是 交换 的 . 由 于 A 是 平坦 的 , 所 以 此 图 表 的 行 正 合 . 
将 M WA R- 模 . 根据 命题 3.3, 有 R- 模 正 合 列 


d. 
M—-A8 MA® A®M. 
1 


如 果 仍然 让 A 从 右边 作用 在 模 上 , 则 此 列 为 4- 模 正 合 列 . 
现在 考虑 4- 模 图 表 (4 从 右边 作用 在 模 上 ) 


d 

M8A—rA8M8A 

6 o (3.10) 
d 

A8M —ErA8A8M 


其 中 竖 直 方向 的 两 个 映射 RI 09 都 是 同 构 , 他 们 与 两 个 顶部 的 水 平 
方向 的 do 组 成 一 个 交换 的 方形 图 表 . 注意 到 定义 下 降 资料 的 条 件 , 即 
(3.7) 式 , 我 们 有 

bo02dl = 01d; = di0 
(其 中 最 后 的 等 号 是 明显 成 立 的 ). 所 以 图 表 (3.10) 的 两 个 底部 的 水 平 
方向 的 映射 与 竖 直 方向 的 两 个 映射 也 构成 交换 的 方形 图 表 . 于 是 同 构 
9 诱导 出 上 下 两 行 的 核 的 同 构 . 已 知 上 行 的 核 是 KOA, 直接 计算 可 知 
下 行 的 核 同 构 于 M. 又 由 91 = 0909 容易 推出 


6(k ®1)=1@k, 
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故 0 在 K@A4 上 的 限制 诱导 出 4- 模 同 构 
K@A —F M, 


k81  (19ke)k, 


这 恰好 是 (3.9) ZR o. 
下 面 我 们 证 明 (Kp) 符合 本 定理 的 要 求 , 即 定理 中 的 图 表 的 交换 
TE. 具体 写 出 该 图 表 中 的 两 个 斜 第 头 表示 的 同 构 映射 , 它们 分 别 是 : 
01: Kaga >  KAGA, 
k@(a@b) + (k@a)@b, 


029: Kaea > A® Ka, 
k@(a@b) + a@(k@b), 


其 中 ke K,a,be 4. 于 是 有 
(8o($&14)oci)(k& (a @b)) = (8o (6 & 14) ((k& a) & b) 
= (ak & b) =a Q bk, 


((14 & d) o o3)(k & (a & b)) = (14 @ ¢)(a & (k @b)) =a 8 bk. 


这 就 证 明了 定理 所 要 求 的 图 表 的 交换 性 , B (N, 0) (— (K,9)) 的 存在 性 
得 证 . 

最 后 我 们 证 明 唯一 性 . BE (K, 9) 和 (N, v) 是 满足 定理 要 求 的 两 
个 偶 对 , 则 有 4- 模 同 构 == 710: Ka 一 Na, 即 有 交换 图 表 


Ka —— ————À a 


NZ 


此 图 表 与 AME R 上 的 张 量 积 , 得 到 A @ 4- 模 的 交换 图 表 . 注意 : 在 
上 面 (N, 6) 存在 性 的 证 明 中 这 些 4@ 4- 模 的 结构 有 两 种 , 它们 分 别 对 
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应 于 由 面 映射 do, d; 给 出 的 4@ A 的 两 种 4- 代 数 结构 . 于 是 有 两 个 
A & 4- 模 的 交换 图 表 


KAgA NagA 
o@la Ep 


这 两 个 图 表 被 4 @ 4- 模 同 构 0: MOA AGM 所 联系 . 将 此 二 图 
表 结 合 , 得 到 交换 图 表 


故 有 
(*) laQge-eG1Aa. 

为 了 证 明 唯一 性 , 我 们 只 需要 证 明 下 面 的 命题 : 

命题 3.5 4 X,Y ZRH, f: RO A 是 忠实 平坦 RR- 代 数 , m] 
用 序列 ( 见 命题 3.3) 


do 
R— -A— RAGA 
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对 X,Y 作 标 量 扩充 所 得 到 的 Hom- 序 列 
HomR(X， Y)—— -HomA(X 4, YA)——zrHomagA(XAsA; Yaga) 


ES. 

说 明 ”事实 上 , 如 果 此 命题 成 立 , 则 由 等 式 (*) 即 知 4- 模 同 构 
e: Ka > Na ERA R- 模 同 构 5: K 一 M 的 标量 扩充 的 结果 , BI 
64 =e. FERK 


KA 


ô 
= Naga 
P^ "s 
M 


交换 , 而 这 正 是 我 们 所 需要 的 由 (K, o) 到 (N,v) 的 同 构 . 这 就 证 明了 
(N,v) (在 同 构 意义 下 ) 的 唯一 性 . 

命题 3.5 的 证 明 Wu: X — Y 是 R- 模 同 态 . 则 由 标量 扩充 得 
到 下 面 的 交换 图 表 : 


do 
真一 ~ 信人 一 入 MG4 


1 
| “| | 
do 


Y —— Ya = YAgA 
H 


HIT Y — Ya 是 单 射 , 所 以 被 ua 完全 决定 , 即 命题 3.5 中 的 序列 
的 第 一 个 映射 是 单 的 . 只 要 再 证 该 序列 的 第 一 个 映射 的 像 包 含 第 二 个 
映射 核 . KAA v: Xa Ya 诱导 出 的 由 Xasa 到 Yaga 两 个 同 态 
vola 和 14 @v 相等 . 为 方便 起 见 , 我 们 将 X,Y PIARA Xa, Ya 的 
TÆ, 则 只 须 证 明 v 将 X BRA Y. 对 于 模 Y 应 用 命题 3.3, 我 们 只 
证 明 : 对 于 任 一 ze X, v(x) 满足 等 式 dov(z) = div(z). 事实 上 ， 


dov(z) = (14 & v)do(z) = (v & 14)( 假 设 条 件 ) 
= (v @1,4)d:(z)(HlAz € X) 
= div(z). - 
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3.4.2 ”可 表 函 子 的 层 结构 
我 们 先 证 明 一 个 引 理 , 它 将 被 应 用 于 刻画 可 表 函 子 的 层 结构 . 
引 理 3.6 RS 是 拟 紧 的 概 形 ,p: 3' 一 S 是 概 形 的 fpa SH, 
VRS 与 自身 在 3 上 的 纤维 积 : 


S" =S' xs S ——- g! 


”| NA | 
S! cu. n 
S" 到 两 个 S' 的 投射 分 别 记 为 pi, p2, q — popi — po po. 又 设 F 和 
4 为 两 个 拟 凝 聚 5- 模 , 并 将 CF 与 PF (i212) 等 同 , q4 5 
pS (i—1,2) 等 同 . 则 下 面 的 序列 正 合 : 


Homs(F,9)—*>Homs,(p'F, p'4)— E Homs, (q*-Z,q*4). 
P2 
证 明 ”此 引 理 的 条 件 和 结论 涉及 的 概念 都 是 局 部 的 , 所 以 证 明 可 
以 归结 到 仿 射 概 形 的 情形 . 具体 地 说 , 由 于 S 是 拟 紧 的 并 且 f: sS 
是 拟 紧 的 , 所 以 S 由 有 限 多 个 仿 射 子 概 形 S! (i = 1,… ,n) 所 覆盖 . > 


S «ITA 
u: S'S! 


为 自然 投射 . 则 有 fpqc AST 
p=pou: S'S. 


于 是 有 纤维 积 S" = 5' xs S': 
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在 上 述 记 号 下 , 容易 验证 下 面 的 图 表 是 交换 的 : 


Homs(F, ¥) Homs (p* F, p*¥) = Homs (q* F, q*4) 


P2 
| | les 
p Pi 


Homs (F, $) m m Homs,(p*Z , p*4) —= Homs, (q* F , °F) 


P2 


其 中 右边 的 方块 交换 的 含义 是 (uxu) op = pi ou* (i= 1,2). € 
Ru 是 忠实 平坦 的 , 故 w* 和 (uxu MEAN, 于 是 此 图 表 的 上 面 的 
行 正 合 当 且 仅 当 下 面 的 行 正 合 . 由 于 S" 是 仿 射 概 形 , 所 以 我 们 可 以 在 
一 开始 就 假定 S' 和 S 都 是 仿 射 概 形 . 设 S' = Spec R', S = Spec R, 
R 和 RREA 1 的 交换 环 , f: Ro R 是 忠实 平坦 的 环 同 态 ( 则 
S" = Spec (R"), 其 中 R” = R' Qpr R'), M 和 NN 是 R- 模 , 只 要 证 明 序 
列 
Homg(M, N)——-Homg (M &g R', N Qpr R’) 
——zrHomg^(M &g R", N &g R") 


IEA. 这 恰 是 命题 3.5 的 结论 . 口 

余下 将 要 证 明 一 个 定理 , 它 体现 了 Grothendieck 的 一 个 观点 , 即 
把 层 理解 为 一 个 可 表 函 子 . 这 与 通常 的 理解 不 同 . 

定理 3.7 PRAF F > (Sch/S) _，Sets 是 可 表 的 ( 即 存在 
X € Sch/S, 使 得 .Z(*) = Homs(*, X)), I .多 是 fpqc- 层 . 

WERH ” 依 命 题 的 条 件 , 设 


F(+) = Homs(*,X), 


其 中 X 是 某 个 固定 的 5- 概 形 . 
首先 说 明 F 是 /Mzariski- 层 . 设 有 5- 概 形态 射 
IIn7 
i€EI 
其 中 {Thier 是 T HT at. 回想 人 4- 层 的 定义 ， 为 证 明 F 是 Nzariski- 
层 , 我 们 需要 证 明 以 下 两 点 : 


$3.4 平坦 下 降 87 


(1) Homs((II T;),X) 一 ~][ Homs(T;, X) 是 双 射 ; 


ieI vel 


(2) Homs(T, X)——-Homs (Il T,X) 
icI 


LI» Homs((T7:) XT (z), x) IE. 
wel icI 
事实 上 , (1) 对 于 任意 的 SESH Lier T; 一 了 都 成 立 ; (2) 等 价 于 
Homs(T, X)— [ | Homs(T;, X) 


ier 


[ 
=> [| Homs( xr Tj, X) (3.11) 
v oC 
i,j€lI 


EA, 其 中 o 的 定义 为 : 对 于 f € Homs(T, S), 


ef) - C. f ops =) € [[Homs(ri X); 


icI 
o, v EMA: 对 于 
(> : fes e) € ] [Homs(7, X), 
i€I 
é(C 5 fis c) 在 IlijerHoms(T; xr Tj, X) 中 {i,j} 处 的 分 量 为 


fiopi, ie dfe c) EIL AQ nU;) 中 {i,j} 处 的 分 量 为 fop;， 
其 中 pi, p; RR 是 纤维 积 T, xv T; F) T, MT; 的 投射 


T; xr T; wn 


由 于 5- 概 形 的 态 射 T X 实际 上 都 是 在 局 部 定义 的 , 而 {Tijier 是 
T 的 开 履 盖 , 所 以 序列 (3.11) 是 正 合 的 . 

再 证 F 是 Mpo- Z. 设 5- 概 形态 射 9 : T 一 了 是 fpqc AR. 
只 需 证 明 : 
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(2^) 下 面 的 序列 正 合 : 


* pi 
Homs(T, X)— —Homs(T", X) ——3Homs(T", X), (3.12) 
P3 


其 中 第 一 个 箭头 f* 的 含义 是 明显 的 , T" =T xr T"; p, pa RAA T” 
到 两 个 T 的 投射 , p? (i = 1,2) 是 由 p. 所 诱导 的 态 射 . 
容易 看 出 


u: Homs(T, X) => Homz(T, X Xs T), 


/ 


g reg 


是 双 射 , 其 中 g' 定义 如 下 : 设 9 为 5- 概 形态 射 , 即 有 交换 图 表 


ut 


则 概 形态 射 9: T> X Mid: 了 一 了 决定 了 唯一 的 态 射 


T 


g:T—XxsT, 


使 得 下 面 图 表 交 换 ; 


就 规定 g' = ulg). ER: 对 于 给 定 的 纤维 积 X xs T, 这 里 的 7T- 概 形态 
HEE Homz(T, X xs T) 的 含义 是 相对 于 固定 的 态 射 


gg: XxsT 5T, id: ToT 


83.4 平坦 下 降 89 
而 言 的 , 其 中 qo Æ X xs T BT 的 投射 . B 
Homz(T, X xs T) 


quo y Y xsT 


T y za) 


Zu T—XxgT 


(FÆ u(g)2aog). 
类 似 地 , 有 双 射 


v': Homs(T', X) 一 Homr (T',X xs T") 


和 
v": Homs(T", X) 一 Homz»(T", X xs T"). 


为 简单 起 见 , 以 下 以 Xr 代替 X xs R. 不 难 验证 下 面 的 图 表 交 换 : 


Homs(T, X) —.—- Homs(T", X) Homg(T", X) 


| «| j |." (3.13) 


Homz(T, Xr) y. s Hong. (T Xr) => = 一 < oui (T", Xr") 


其 中 f* 的 定义 如 下 : 设 g' € Homr(T, Xr), WA 5-258 


qmogof: TTOX M td: PT. 


这 两 个 态 射 决 定 了 T 到 Xr = X xs T 的 唯一 的 态 射 n, 使 得 下 面 
的 图 表 交 换 : 
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(q(i—212)&v: XS Hoof: T — S WAFER X xsT 到 
XAT 的 投射 ). 则 定义 f*' (g^) = h. pr'(i — 1,2) 的 定义 类 似 于 f" 
的 定义 . 所 以 , 为 了 证 明 (2^), 只 要 证 明 图 表 (3.13) 中 底部 的 序列 正 合 . 
这 个 序列 是 下 面 的 序列 的 特例 : 


Homz(X, Y)—Homp(X', Y) —£EHomg»(X",Y"), (3.14) 
其 中 X, Y X THÉ, f: T' 一 了 为 fpa BH, 


que qe xT T", X'=XxrT’, Y’=Y xrT, 
x" =< X XT qui Y" 二 Y XT get 


(注意 : BMY = Xr =X xsT, M Y'= (X xsT)xrT' SX xsT' = 
Xp. 同样 , Y" = Xr). 各 箭头 的 定义 都 是 明显 的 (参照 上 面 f*' 的 定 
X, 例如 , 对 于 给 定 的 g' € Homr(X, Y), BAH 9g oq: X OY (a 
为 X' 8) X 的 投射 ), 以 及 投射 qo: X 一 T', 由 纤维 积 的 定义 , 有 唯一 
KEI h: X Y. 我 们 就 定义 f(g) 9h). 因为 序列 (3.14) 中 用 
到 的 概念 都 是 局 部 定义 的 , B f: T — T' 是 拟 紧 的 , 故 可 假定 T, T, 
X,Y 都 是 仿 射 的 . 于 是 X,Y 都 是 由 拟 凝 聚 Cr- 模 定 义 的 . 上 一 节 的 
引 理 3.6 保证 了 序列 (3.14) WEAH. E 


$3.5 E 范 & 


Wf Grothendieck 拓扑 T = (Cat T, Cov T), HER € AFER 
积 . MRA T 上 取 值 于 € 的 预 层 2,4. 从 F 到 9 的 态 射 (morphism) 
f :多 5 4 是 指 反 变 函 子 的 态 射 (自然 变换 ): 即 是 说 对 Cat T 的 每 个 
WRU 给 出 上 内 的 态 射 fu : FU) — 4(U), 使 得 对 Cat T 内 的 任 一 
态 射 i:U 一 VV 有 以 下 交换 图 : 
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所 有 由 多 BY 的 态 射 所 组 成 的 集合 记 做 Hom(7Z, 4). 

我 们 称 取 值 于 交换 群 范畴 的 层 (或 预 层 ) 为 交换 层 (abelian sheaf) 
(或 交换 预 层 (abelian presheaf)). 

给 出 交换 预 层 多 我 们 可 以 构造 交换 层 多 ++ (MA F 的 层 化 ) 和 
ASH i : F FHH, 满足 这 样 的 条 件 : 任 一 从 F 到 交换 层 9 的 态 射 
必 可 唯一 的 分 解 为 多 F 54. (BRM 3.2.2 Fi). 

ix T A Grothendieck 拓扑 . ti T 上 所 有 的 交换 层 所 组 成 的 范畴 
WA Abr. 我 们 亦 称 了 上 的 Abr 为 一 个 topos. 关于 topos 的 一 般 理 
论 可 以 参看 [SGA 4], 一 个 简单 的 介绍 是 [Il 04]. 

定理 3.8 Abr X Abel 范畴 , 并 且 

(1) Abr 有 足够 的 内 射 对 象 ; 

(2) RA Fi € Abr, ic I, 则 Abr 内 存在 直 积 [[ F: (这 条 件 称 为 
AB3*); 

(3) RA Fi e Abr, i € I, R] Abr 内 存在 直 和 OZ. RA FE 
Abr PAAR {F} 其 中 FA F AFA, 则 对 F 的 任 一 子 集 乡 有 


(sup s) n4 = sup(.Z; n4). 
iel iel 


该 条 件 称 为 AB5. 

注 MA 是 多 的 子 层 及 直 和 存在 , 知 可 取 直 和 所 决定 之 态 射 
Bier Fi > F 的 像 为 supicr Fi. 

证 明 ”我 们 先 来 证 明 br AW Abel 范畴 . 

(1) X .Z,4 c Abr, 则 Hom(.Z, 4) ARH, HFN 9 为 这 样 的 
Æ: 对 任 一 UV €T, 9e(UV)=0. 

(2) 设 F 5 4 为 Abr 内 的 态 射 . 定义 预 层 X 如 下 : WUE Z, 
设 X(U) = Ker(.Z(U) —^ Y(U)). 我 们 断定 X 是 层 . 原因 是 这 样 : x 
(U; > U} € Cov T, 则 有 交换 图 
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-————— C 


| 


Y 
A (U) — [J XU) = [[ XU: xv Uj) 


| | 


Y 
0—— AU) — [[ FU) = [[ FU: xv vj 


MEM 


0 —> gU) —^ [[ IU) == [[ 9U: xv v) 


Pa 


其 中 第 二 、 三 行 及 所 有 的 列 为 正 合 . 于 是 得 知 第 一 行 亦 是 正 合 . 于 是 证 
得 o AB. 由 定义 知 有 态 射 A 一 多. 余下 证 明 XH X AF HG 
的 核 . 首先 由 定义 , X 为 预 层 态 射 F 一 9 的 核 , 所 以 对 任意 预 层 47 
必得 正 合 序列 


0 一 Hom(2 J£) 一 Hom(.£ ,.7) + Hom(Z^,4). 


于 是 必然 对 层 2 也 是 正 合 . 但 是 Hom 的 定义 对 预 层 和 层 是 一 样 的 
( 即 定义 中 并 没有 提 及 是 预 层 或 是 层 ), 所 以 对 任意 层 27 以 上 序列 仍然 
IER. 这 就 是 说 X £4mET. 

(3) AESH f: 4 € Abr, 交换 群 同 态 fu : FU) 一 
F(U) WARK (Cok fy) 是 €(U) = 4(U)/fu Z(U)) (正确 的 是 指 同 态 
4(U) 一 €(U)). 于 是 对 任意 层 2 有 正 合 序列 


0——- Hom(€, Z) —> Hom(4,.2) — Hom(.Z, 2) 


| | | 


Hom(€**, 27) Hom(4**, 27) Hom(.Z**, 2) 


其 中 每 列 的 双 射 是 层 化 。 一 .++ 的 性 质 . B. 是 层 , 于 是 F = 
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F, GSG, 这 样 上 图 便 给 出 以 下 正 合 序列 : 
Hom(.Z, X) — Hom(Y, X) — Hom(€**, 2), 


即 是 说 Y v^ 是 Cok( 一 4). 

(4) 有 了 Ker 及 Cok 便 可 取 像 为 Imgf = KerCokf, 余 像 为 Coim 
f = CokKerf. 这 就 证 明了 Abr 是 Abel 范畴 . 

(5) RA 多; € Abr, ic I. 则 显然 预 层 7 一 [Le;-7(U) 是 层 . 即 
Abr 内 存在 直 积 . 另外 , 取 交 换 群 直 和 V (U) = Que), 则 对 任何 
B X, 从 自然 单 射 多 一 S 得 双 射 


Hom(.%, 2) > [[ Hom(F;, 2). 


1 


由 层 化 的 性 质 S 一 Jtt 得 双 射 


Hom(.YT++, 2) 一 [| Hom( 4, LA 


(从 Fi 是 层 知 FIT S F). TRAE Fi o Stt 是 在 Abr 内 
{Fihier WAM. 

至 于 br 内 存在 足够 内 射 对 象 , 我 们 不 证 了 . 这 是 Abel 范畴 的 
一 个 一 般 性 的 结果 . 证 明 见 文献 A. Grothendieck [Gro 57] Ch I, 1.10.1, 
1.10. 口 

本 节余 下 我 们 考虑 一 个 特殊 情形 : 环 上 的 fppf 层 . 

固定 交换 环 R, 取 概 形 S = Spec R. 常 以 Sch/R id Sch/S. 我 们 
在 本 节 考 虑 R 上 的 fppf 层 F, B 


F : (Sch/R)rpe — Sets, 


其 中 Sets 是 集合 范畴 . A R- 代数 , 我 们 又 以 F(A) id F (Spec A). 
从 (Sch/R)spac 2 (Sch/R)sppt, 用 Grothendieck 定理 ,我 们 把 RB 


É X € Sch/R 看 成 R 上 的 fppf 层 ， 即 是 说 我 们 不 区 分 X A 
HomR(。X). 这 样 X(4) 是 指 Homg(Spec A, X). 
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我 们 将 用 以 下 术语 : 设 4 为 R- 代 数 , 我 们 说 一 组 4- 代 数 {Biher 
为 fppf 覆盖 A, 如 果 : (1) 1 是 有 限 的 ; (2) 每 一 B; 是 平坦 有 限 展 示 的 
ARE (3) Uier Spec B; = Spec A. 在 本 节 我 们 简写 fppf AHAA M. 
所 以 “B 覆盖 4” 是 说 B 是 忠实 平坦 有 限 展示 的 4- 代 数 . 

用 以 上 术语 . 一 个 预 层 F : (Sch/S)°PP — Sets 是 fppf 层 的 充分 必 
要 条 件 是 : 

(1) 对 任何 有 限 个 R- 代 数 Bi, 标准 映射 F(T]; Bi) 一 IT;-7 (B 
Xu. 

(2) 对 任何 R- 代 数 4 及 任 一 忠实 平坦 有 限 展示 的 4- 代 数 B, FF 
列 


(9) 
一 一 一 


F(A) F(B) % F(B o4 B) 


F (iz) 
是 正 合 的 , 其 中 % :4 一 已 是 她 作为 4- 代数 的 结构 同 态 , i1(b) = 581, 
iz(b) 216 b. 
考虑 任意 范畴 C.D. VEIT T:€52,9:09 9 €. 可 以 构造 函 
F DP x € Sets: (B, A) + Home(SB, A). HBA D AN B — B' 
Al 内 的 4 A’, 我 们 得 


Home (SB', A) 一 Home(SB, A) 一 Home(SB, A^). 


同样 可 造 函 子 DP x € 一 Sets: (B, A) + Homg(B,T A). 如 果 这 两 个 
从 DOPP x € 到 Sets 的 函 子 之 间 存 在 函 子 同 构 pga : Home(SB, A) 一 
Homg(B,T A), 则 我 们 说 S 是 T 的 左 伴随 函 子 , 而 T 是 S 的 右 伴随 
BT. 

以 B/S id Sch/S 上 的 预 层 (Sch/S)°?? — Sets 所 组 成 的 范畴 . 以 
(5/S)ppe 记 S 上 的 fppf 层 所 组 成 的 范畴 , LA i: (S/S)npr > B/S id 
BERT. MTER i ZCTEBBER T. ++ : B/S  (S/S)mpr 使 得 
++ 与 有 限 反 向 极限 交换 . 见 Grothendieck et al. [SGA 3], IV, 4.3, 及 
83.2. Æ P E P/S, 则 称 PH AFP 的 层 化 . 

设 {F;} 是 (8/S)mpr 的 一 个 反 向 族 (inverse family). 则 可 在 Sets 
内 计算 反 向 极限 lim F;(T), HP T € Sch/S. 可 以 证 明 预 层 limi(7;) : 


$3.5 Æ je # 95 


T > lim.Z;(T) 是 层 , 并 且 可 以 定义 (8/S)gpr 内 的 反 向 极限 lim F;, 
使 得 ilim £;) = imi(£) 

EA (和 /3S)ppf 内 的 正 向 族 (direct family) {F;}. WHE lim i(F;) : 
T > lim F;(T) 不 一 定 是 层 . WEB (limi(2;)** 是 (2) 
的 正 向 极限 , 即 


lim F; = (limi(F;))**. 


以 上 的 讨论 引出 以 下 的 定义 . 

Kf: F 一 为 层 态 射 GER: f 是 函 子 态 射 )， 则 有 预 层 态 射 
ilf): i( 多 ) 一 i(9)， 此 时 f 的 核 Kerf 是 ilf) 的 核 Ker(i(f)), 因 
为 Ker (i(f)) 是 一 个 层 . 但 是 ilf) 的 像 Img (i(f)) 不 一 定 是 层 . 所 以 
作为 层 态 射 的 像 必 须 取 Img f 为 Img (i())*+ ( 层 化 Img (i(f)))， 当 
Img f = 4 时 我 们 说 f 是 层 满 射 . 

设 有 概 形态 射 f : X Y. 车 把 X,Y 看 做 fppf 层 , W f EER 
ESH f:X Y. 我 们 需要 找寻 一 个 条 件 用 来 决定 何 时 f 是 一 个 层 
满 射 . 可 以 证 明 以 下 的 结果 . 

设 1 : 9 4 JN fppf BAN, M f 为 层 满 射 的 充分 必要 条 件 
是 : 对 任 一 R- 代 数 A 及 任意 a € 9(A) 存在 R- 代 数 B, fppf BH 
A 及 BE FIB) 使 得 f(8) = ap € 4(B), 在 这 里 og BR a 在 
4(A) > 4(B) 之 下 的 象 . 


F (B) B 


| 


G(A) —> F (B) : a — » 


利用 上 面 的 关于 层 满 射 的 充分 必要 条 件 不 难 证 明 : 有 限 展 示 忠 实 平 坦 
的 概 形态 射 为 fppf 层 满 射 . 

现在 我 们 先 来 了 解 层 满 射 的 充分 必要 条 件 . 说 fF 一 Y 是 满 射 
是 指 预 层 的 像 的 层 化 (Img(i(f)))++ =. 所 以 我 们 需要 了 解 预 层 的 层 
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我 们 引入 一 个 条 件 . RHE Y 是 预 层 多 的 子 预 层 , 如 果 对 任何 
RARE C 及 任 一 ae F(C), 存在 一 组 C- 代 数 {Bi}ier 覆盖 C 使 得 
对 所 有 ie 7, a 在 多 (Bi) 内 的 像 wp, BF (B). RAIRA Y TE F 
AER >”. 

以 上 关于 层 满 射 的 充分 必要 条 件 是 由 以 下 条 件 推出 : 

设 in : 9 一 多 为 预 层 的 包含 态 射 ， 则 层 化 后 (in)++ : gtt 一 
F + 为 同 构 的 充分 必要 条 件 是 9 在 F 内 满足 o. 

余下 我 们 假定 是 使 用 fppf 拓扑 . 我 们 将 对 以 上 的 条 件 提供 证 明 . 

AT TH Ptt, 由 于 这 是 运算 2 + 操作 两 次 所 得 的 , 因此 
第 一 步 是 了 解 wx 


P : (Sch/R)°PP 一 Sets 
是 一 个 预 层 . 则 预 层 多 + : (Sch/R)P? 一 Sets 是 这 样 定义 的 : 对 任 一 
-代数 A, W 
(A) = lim Ker JI P(B;) — P(B; @a B;) " 
其 中 lim 是 对 所 有 的 {Bi}ier fppf 覆盖 A 进行 的 ( 见 $3.1). 
首先 我 们 证 明 
P* (A) = lim Homg (F, P), 


其 中 我 们 对 A 内 满足 条 件 o 的 子 预 层 9 取 正 向 极限 . 

从 定义 出 发 Bi 的 4- 代 数 结构 态 射 4 一 Bi 给 出 函 子 态 射 B, S 
A; 设 OX OB, (在 预 层 范畴 qp 内 ) 的 直 和 (7 为 有 限 集 )， 取 态 身 
Y: — À DEK yi. 以 Imgv id v TE PANE. DU] y 决定 态 射 
ob: T — Img v. TE PB 内 有 正 合 序列 


n od 


再 者 9 xi 9 -Qi; j = Di (Bi 8 By)”. 引用 Yoneda 5138, 
Homy(7, P) = [[; ? 对 任 一 预 层 多 成 立 . 于 是 有 Sets 内 正 合 
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序列 


Homg (Img v, P)—> [| 2(B) =] | AB 84 Bj). 
i 1,5 
亦 即 是 说 : 在 多 + 的 定义 中 的 Ker UREA Homg(Img v, 2). 所 
p 
á Pt = lim Homg (Img v, P), 
在 这 里 我 们 把 Img 看 做 A 的 子 函 子 . 如 此 便 引 起 下 一 步 : 这 个 Imgy 
有 什么 性 质 ? 

我 们 先 证 明 : BUE A 的 子 预 层 9 在 4 内 满足 条 件 0, CA EL DOM 
存在 {Biher fppf 覆盖 A 使 得 所 有 由 结构 态 射 4 一 Bi 所 决定 的 态 射 
B; 一 A 均 分 解 为 B; ^ 4 = A. 

证 明 如 下 : X (Bj 有 以 上 的 性 质 . 现 取 任 一 R- 代 数 C 及 a Ee 
A(C) = Homa(4,0). X C 的 覆盖 {Ci} 使 得 ac, € Y(C;). 从 {Bi} 得 
C; = C &4 Bi. W C; 为 平坦 C- 代 数 而 且 {C} 覆盖 C. a 在 4(Ci) 的 
BA oc, : AS C 5 Ci, fH C; 是 在 A 上 取 张 量 积 . 因此 ac, 亦 可 分 
解 为 4 4 Bj > Ci (这 只 是 说 : a(a) @®1=1®8 wi(a)). 如 此 由 A — Bi 
所 决定 之 态 射 BC; 一 A(C;) 的 像 包 含 ac,. 从 {Bi} 的 假设 性 质 , 我 
们 便 有 分 解 


B,(C;) A(C;) 


(Ci) 
AZ ac, € 4(C.). 
反 过 来 , HY 在 4 内 满足 >. BM a X ida € A(A). Wiz > 存在 
{ By} 覆盖 A, 使 得 “在 A(B;) WR op, ÆT Y(B;). 但 ap, 是 结构 态 
$} 4 一 Bi, 于 是 决定 态 射 B; 一 A. 而 说 op, € Y(B;) = Homg (Bi, 4), 
即 是 有 分 解 
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证 毕 . 
从 以 上 观察 可 推出 : dE 多 为 预 层 , 则 
P*(A) = lim Homg(£, P), 


其 中 我 们 对 A 内 满足 条 件 O 的 子 预 层 4 取 正 向 极限 . 按 此 说 法 可 以 
EMA ig: 多 一 + 如 下 : BAW RAR. 则 取 ia(A) 为 态 射 


P(A) € Homg (A, P) C lim Homg(£, P). 
G 


可 以 证 明 对 一 预 层 多 进行 两 次 + 的 操作 所 得 的 预 层 (多 +)+ 是 一 个 
层 ( 见 83.2). 

我 们 证 明 : ip: P+ 一 P+ 是 单 态 射 . GEH. + 在 Ptt AW 
ERIE 0. 

对 RRB A A ig (A) : PHA) > PHA). Whigs 是 单 态 身 
是 指 : 若 v,w € P*(A), ig«(v) = ig (w), M v =w. 要 做 证 明 , 便 
要 利用 207^ (A) 的 不 同 表现 方式 . 首先 注意 22* (A) = Homg(A, 27). 
这 样 说 两 个 态 射 ww: 4 一 Bt 在 PHA 中 等 同 , 也 就 是 说 在 态 射 


ig (4) : Homg(A, P+) — lim Homg (F, P*) 


下 的 像 等 同 . MAY 及 v,w e HomeY, 2) 使 得 ig ov' = vlg, 
igow = w|e 及 vlg = wg. 这 里 我 们 用 了 Yt(A) = lim Homg(, P). 
由 于 4 是 满足 条 件 0, WA {Bije 覆盖 A 并 且 有 分 解 


现在 我 们 有 下 图 
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从 iaow =igow WE B; PIE > KTHE 2; 使 得 vlz = wile. 
设 (C5); 覆盖 B; AWE yi; : Cij 一 BH Bi. 于 是 yijovi = Yijowi. 

因为 {Cuh 覆盖 A, 所 以 Cs; 在 4 的 象 的 并 集 多 满足 条 件 O. 
XXI XU. v'| e = zz. 把 ww 看 成 77 (A) = lim Homg (Z, P) ZT. 
Q v|z — v'|z K wlz =w'|e, TW v= w. 

下 面 我 们 证 明 : WR io: — Pt 是 单 态 射 , 则 APE + 内 满 
足 条 件 O. 

取 任 意 R-AK A Rae P*(A). 把 P*(A) 看 做 lim Homg(£, 
2»). WE A 内 满足 > 的 子 预 层 9 Ka e Homa (Y, 2), 使 得 a! 代表 
a. 这 时 车 把 2+(4) 看 做 Homa (A, 2+), a BRAN 4 一 At, WA 
交换 图 

| 


E Mw Y 
从 此 看 出 a-t(is(2)) 2 4. E v TE ARRE S, 故此 o (1o (2) 
在 A 内 满足 0. 于 是 存在 {B} 覆盖 4 使 其 存 有 分 解 


与 wa:4 一 2+ Om, EA 
aB; 2^ 
P 
亦 即 是 a 在 多 +(B;) NR ap, 属于 (B). 证 毕 . 


应 用 以 上 结果 于 igt: + PH 便 得 Pt 在 PH 内 满足 人 
我 们 可 以 证 明 这 样 的 结果 : 


B, 
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设 预 层 7 ETHE Z. 以 in: 多 一 9 记 包 含 态 射 . 则 多 在 
9 AER > SAMS (in)** : 2++ 一 9++ 为 同 构 . 

先 证 明 : RAB F. GP WE O, 则 由 in 所 决定 之 映射 

h(in) : Homg(Z,.7) 一 Homy (FY, F) 
为 双 射 . 只 要 证 明 任 一 $ : 多 5.2 可 以 唯一 的 扩张 至 几 :9 — F, 
即 对 任 一 RAR 4 及 任 一 ae F(A), 必须 定义 pla) e F(A). EM 
X PETI Wiki o, WA {Biher 覆盖 A 使 得 ap, € P(Bi). 考虑 
图 表 
I[[ 2(8;) = [] AB: 84 Bj) 


i tj 


II; «e| |n. $(Bi84B;) 
F(A) —- [[ F(B:) E [[F(B: 214 B;) 
i ij 
下 一 行 正 合 是 因 多 是 层 . 在 上 行 有 


(0.8,) Bie 4B; = OB:@aB; = (QB; )Bi®4B;, 


于 是 v,w ÆJ] FB) 的 子 集 {($(aB,))ier} 上 等 值 . 故 存在 唯一 a! € 
F(A). 取 o4 (a) =a’. 

现在 证 明 : EME 2 EME 7 内 满足 >, 则 包含 态 射 诱导 出 同 
H get. 事实 上 因为 层 化 函 子 ++ 是 人 一 第 的 左 伴随 函 子 ， 
即 是 说 有 同 构 


Hom;(Y**, F) = Homm(#, F), 
其 中 2 为 预 层 , F 为 层 , 利用 上 段 结果 构造 交换 图 


Hom;(7+*,.¥) <~> Homg(Z,.7) 
dx h(in) 


Hom; (**,.£) <> Homg (A, F) 
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其 中 右 直下 箭头 为 双 射 ， 故 知 左边 箭头 亦 为 双 射 ， 因 为 是 任意 的 
E, 所 以 得 出 2++ 与 9++ 同 构 

反 过 来 , 现 设 P+ 与 J+ 同 构 , 将 证 子 预 层 2 在 F 内 满足 条 
f o. 考虑 以 下 图 表 : 


p—s» gp gH 


' | | 


9 — Jt — Fr 


前 面 已 证 明 io 是 单 射 并 且 透 过 io 把 Z+ 看 做 多 +1+ 的 子 预 层 时 ， 
Pi 在 ++ 内 满足 条 件 0. 据 假设 2++ 与 T+ BE. 把 多 + 看 
TE IH 内 , 设 Fi 为 + ET 内 之 道 像 , 我 们 断言 SPE A, AK 
EO. 为 证 此 , W RRMA Rac (A). UL £d o dE 7 (A) HR. 
按 P*(A) = lim Homg (F, P), Mn € Homa (F, P) RE €, HP Y Æ 
A 内 满足 >. 把 以 上 资料 放 在 下 图 中 : 

多 一 ~ 从 

| | 

g—h gt 
我 们 把 上 看 做 P*(A) = Homy(A, P+) 的 元 . 从 此 图 看 出 6 1(2) 2 
G9. MG EA AME >. 所 以 a (A) 在 4 满足 人 . 按 前 面 关于 A 
满足 Oo 的 子 预 层 的 讨论 . 这 就 说 有 (D 覆盖 A, 使 得 有 分 解 


> A— > 5 


于 是 有 分 解 
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这 就 证 明了 P EP, EO. 

现在 总 结 : 假设 多 ++ 与 It 同 构 . Pt 在 P+ ARE O X 
Pt TH 内 满足 >. 作为 逆 象 , 所 以 A, 在 7 ABE O. 而 已 证 
PE P AWE O, Alt, 2 dE 7 AR o. 

作为 推论 可 得 : 

设 f :多 一 钞 为 层 态 射 . 则 了 为 层 满 射 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任 
一 RARE A 及 任意 a € (4), 存在 代数 B 覆盖 A 及 8 e 多 (B) 使 
得 f(8) = op € €(B)GX op Æt a Æ 4(A) 5 G(B) 下 之 像 ). 

把 f 看 做 预 层 态 射 时 之 象 记 为 Img f. W 了 为 层 满 射 是 指 
(Img f)** = 乡 ， 按 以 上 讨论 , 这 就 等 价 于 要 求 预 层 Imgf EY 内 
满足 条 件 o. 

按 条 件 o, 已 给 4 及 o, 存在 {Bijer 覆盖 4 及 bi e 多 (Bi) 使 得 
f(Bi) = ag: 所 以 若 设 f 为 层 满 射 , ER B = 了 IB; 及 BSF (b) 在 
同 构 F(B) — [[ 多 (Bi) FXR. 反 过 来 , 存在 B 及 p 立即 得 f 是 

进一步 , 当 我 们 把 概 形 看 做 fppf 层 的 时 候 , 便 有 以 下 推论 : 

Wf:X Y 是 概 形态 射 . 则 以 下 两 条 件 等 价 : 

(1) 把 X,Y 看 做 fppf 层 时 所 诱导 出 的 层 态 射 f 是 层 满 射 ; 

(2) 对 任意 点 ye Y 存在 开 邻 域 UV(y) OY, 有 限 展示 忠实 平坦 的 

态 射 a(y) : V(y) > Uly) 及 态 射 s(y) : Vly) 一 X, 使 得 fs(y) = ig(y). 

先 证 (1) — (2). 取 Uly) 为 y 的 开 仿 射 邻 域 Spec A, A 为 R- 代 
数 . SAH i: U(y) = Spec A — Y 属于 Hom(Spec A,Y) = Y (A). 
由 假设 f 是 层 满 射 , 按 前 段 推 论 , 知 有 代数 D Bii 4 及 Be X(B) = 
Hom(Spec B, X) 使 f(8) = ig. WV = Spec B, q 为 结构 同 态 4 一 B 
所 决定 的 概 形态 射 V >U. WE 

vex 

| j 

U ——>Y 
这 就 是 (2) 所 求 . 
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PRUE (2) — (1). 首先 我 们 可 以 缩小 Uly). 又 可 以 把 V 换 为 它 
的 有 限 个 元 的 仿 射 覆盖 . 然后 再 取 这 仿 射 覆盖 的 仿 射 概 形 的 直 和 . 如 
此 做 法 便 可 假设 Uly) 及 V 均 为 仿 射 概 形 ， 设 Uly) = Spec A(y), 
V — Spec A'(y). 

为 了 证 明 f 是 层 满 射 , 我 们 需要 证 明 : 对 R- 代 数 A 及 a c Y(A), 
存在 B 覆盖 A, p € X(B), 使 f(8) = on. 

HX Spec A 的 覆盖 Spec Ay, (i = 1,2,---,n) 使 得 o € Y(A) = 
Hom(Spec A, Y) 把 每 一 Spec As, 上 映 做 形 如 U(y;) 的 开 子 集 ， 由 假设 
(2) 有 交换 图 


T( i) 
Spec (Ay, & (y) A’(ys)) —— Spec A'(yi)) —> X 


[soo | 


Spec Ay, 2 Spec A(y;)——- Y 


我 们 以 8; 记 上 图 第 一 行 两 个 映射 的 合成 . Be B = IL(As aw) A' (y) 
及 B= (Bi) € X(B) = IL X (As: Saw) A'(u)). WA 


Spec B $a x 


Wt. 


Spec A ——- Y 


命题 3.9 jb [:X Y 为 有 限 展示 忠实 平坦 的 概 形 态 射 . 则 f 
所 决定 的 层 态 射 『: 久 一 Y 为 层 满 射 . 

证 明 ”对 每 一 ye Y, RADARER U (y). 

存在 有 限 个 开 仿 射 的 Vi, Vo, , Vn 在 f (U(y)) 内 使 得 {fV} 
mi U (y). 令 V'(y) 为 概 形 Vi,V2,… ,Vi 的 直 和 . 以 s(y) : V'(y) > X 
ii V; X 所 定之 态 射 . 如 此 便 得 
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所 需 结论 从 前 段 等 价 关 系 得 出 . 口 
83.6 位 形 的 上 同调 


我 们 讲述 上 同调 (cohomology) 计算 的 主要 定理 . 我 们 会 使 用 第 一 
章 86 关于 Abel 范畴 复 形 同 调 计算 . 我 们 将 讨论 以 下 几 点 : (1) WEN 
Cech 上 同调 ; (2) 交换 层 的 上 同调 ; (3) 高 次 直 像 的 计算 . 

(1) 已 给 Grothendieck 拓扑 T = (Cat T, Cov T). 以 P iE NE 
Cat T 上 的 交换 预 层 所 组 成 的 范畴 . 则 p 为 有 足够 内 射 对 象 的 交换 范 
BR. 因此 可 以 对 左 正 合 函 子 求 右 导 函 子 . 

WR A= {Ui > U}ier € Cov T, F € P, WK 


H(A, F) = Ker ( ][ 4v) => || FU: xu U;) ) 3 


$3 
这 样 便 得 到 加 性 左 正 合 函 子 H(A, -): 
Ab: F H(A, F). 


E U 为 Cat T 的 对 象 . 范畴 Ju 的 对 象 为 Cov T 内 的 元 素 {Ui 一 UJ. 
Ju 的 态 射 是 指 覆 盖 的 加 细 映 射 (本章 83.2). 我 们 定义 


H?(U, F) = lim H*(4,.7). 
ue3v 

可 以 证 明 如 此 得 来 的 名 一 Ab: 多 一 HU, 多) 是 加 性 左 正 合 函 子 . 
于 是 它 有 右 导 函 子 RI(H?(U,。)). 我 们 称 这 个 右 导 函 子 在 预 层 多 的 
取 值 R«(H9(U, +))(F) A Cech 上 同调 群 , 并 记 之 为 HU, F). 

如 经 典 的 上 同调 群 一 样 ，Cech 上 同调 群 可 以 用 Cech 复 形 来 计 
F. AE F ¢ P AU = {U > Uher E€ Cov T. AU filie 
复 形 (simplicial complex) (7 : Ui, xu ~- xu Ui 
Ui, xo Uu, 是 指 取消 因子 U; ) 


qi 下 Ui Xy +++ XU 


ô 
ô CEN = 
U {Ui hier i (UixuU;) (je TE (UixvU;XxvUx])(,jk)ers ——. 
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用 上 F 便 得 上 单纯 复 形 (cosimplicial complex) 
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m F(û 
I[ #0) s@ I FU: xvu) 8 [[ (U: xu U; xv U) SG … 
i (ij) $0) (jk) 
我 们 引入 符号 
C(42)-  [[ FW xu xu Un). 


(io, vig ELI} 


定义 上 边缘 算 子 da : CU, F) 一 C(u, F) 如 下 : 


(drs)io iaa = 3C 4 0055... 1.) 


j=0 


如 常 可 算出 dH od? = 0, q > 0. 从 这 个 复 形 {Ce(4, F), 07} 计算 得 


来 的 上 同调 群 我 们 记 为 H*(C (U, F)). 
利用 5 函 子 的 理论 我 们 可 以 证 明 


H*(U,) = lim H?(C° (U, F)). 
fcJu 


(2) 已 给 Grothendieck 拓扑 T = (Cat T, Cov T). 以 6 WENE 
上 的 交换 层 所 组 成 的 范畴 . 则 6 为 有 足够 内 射 对 象 的 交换 范畴 . 因 
此 , WR f 是 从 6 到 Abel 范畴 的 加 性 左 正 合 函 子 , 则 右 导 函 子 RUf 


存在 . 
现 取 U e Cat T. MRT 


Ty:6—8:4 — F(U) 


为 加 性 左 正 合 的 . 于 是 有 右 导 函 子 RITU. 我 们 称 RTF) 为 第 9 个 


上 同调 群 , 并 记 为 HU, F), (或 为 H*(T;U,.£), 或 HA(U, 7)). 
利用 Cech 上 同调 的 谱 序列 可 得 双 射 


H?(U, F) 一 H*(U,.Z), p=0,1. 
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(3) 下 面 我 们 讨论 高 次 像 (higher image). 

两 个 Grothendieck 拓扑 之 间 的 态 射 % : T 一 T 是 指 一 个 函 子 
ó : Cat T — Cat T", 满足 以 下 条 件 : 

(i) MR (U; S U} € Cov T, 则 


{o(Ui) is $(U)) € Cov T”. 


(i) 如 果 (U; > U} € Cov T RI V >U X Cat T 的 态 射 , 则 对 所 
Hi, 
(Ui xu V) > (Ui) xsv) PV) 


我 们 继续 前 面 的 记号 qe 等 . 以 1 : 6 一 第 记 包 含 函 子 . € 
多 为 预 层 则 以 FH 记 多 (对 拓扑 T) 的 层 化 . 以 ++ :名 一 G 记 
层 化 函 子 ， 设 F eP, 定义 如 多 ' 如 下 : 对 Te Obj(Cat T), W 
bP F'(U) = Z'(Q(U)). MO: T> T 我们 得 o» : q' — PB. 这 样 我 们 便 
定义 类 :G' 一 G 为 


oy Sg e. 


可 以 证 明 o* 为 加 性 左 正 合 . 

利用 Leray 谱 序 列 可 以 计算 o? 的 左 导 函 子 R): 6' 一 6G 如 
F: 对 多 ' e 6', RI(9?)(.Z') 是 预 层 UV 一 > H*(f(U),.7") 对 应 拓扑 T 
的 层 化 . 

作为 以 上 的 例子 我 们 考虑 fppf 拓扑 . 

取 概 形 X, 我 们 定义 小 fppf MÆ Xip. 我 们 取 Cat (Xtppr) 的 
对 象 为 忠实 平坦 有 限 展示 概 形态 射 T 一 X, W Cov (Xtppf) 的 元 素 为 
(Sch/ X )tpr 的 元 素 


Fe 


{ABER U; > X, U > X 均 属于 Cat (Xeppt). 
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现 设 有 概 形态 射 f : X' 一 X, WET >X RAT xx X X 
的 函 子 定义 拓扑 态 射 $: Xip 一 Xho 在 Xippr 上 的 交换 层 范畴 记 做 
e. 则 有 加 性 左 正 合 函 子 和 : 6' — 6. 我 们 以 f. 记 这 个 函 子 并 称 它 
Jy EU ER T (direct image functor). 按 前 所 引 命题 , WW RLF! 是 Xpppt 
LARUE T => H*(T xx X',.£) 的 层 化 . 

HX Grothendieck 拓扑 的 态 射 o: T — T". 以 Sg iE XE T EN 
交换 预 层 所 组 成 的 范畴 . 以 6 WENE T 上 的 交换 层 所 组 成 的 范畴 . 

R Fep RU e T'. 引入 范畴 Ip; WE: 此 范畴 的 对 象 是 
(U,i), HU e T fli’: U' = OU); BH (Ui, il) — (Uo, i5) 是 指 态 
BY i: Ui — U2 使 得 下 图 交换 : 


用 (U,i) = F(U) BF Fy : P > Ao. Sog X. 


(¢p(F))(U') = lim Fy = lim F(U), 


DEP (U,i^) 
这 样 便 得 
pomo). 
AER Bo GS: of AH 得 
3:6 + 6': F (lF). 
DLE RA RIGA f: X >X. WEU > X BRA U xx X' ox 
的 函 子 定 义 étale 拓扑 态 射 0: Xa 一 XL. 以 64 WENE Xa 上 的 


交换 层 所 组 成 的 范畴 . 对 F € Get, BU A lF), MLA F Wik 
像 (inverse image). 可 以 证 明 f* 是 f. WEERT, 即 


FA fe 
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dox ARH, Xe 为 X 的 étale 拓扑 位 形 . 

在 Xe 上 的 交换 层 所 组 成 的 范畴 G(Xet) 是 Abel 范畴 . 这 个 Abel 
范畴 为 有 足够 内 射 对 象 的 Abel 范畴 . 

如 前 , 以 Ab 记 交 换 群 范畴 . 可 以 证 明 


Xa 一 Ub: 多 5 F(X) =T(X, F) 


是 左 正 合 函 子 . 于 是 可 取 右 导 函 子 得 复 形 RT(X, F). 这 个 复 形 的 n 次 
上 同调 群 H"(RT(X, F)) WA H(X, F) RA" (Xa, F). 这 便 是 概 形 
X 的 n 1X étale 上 同调 群 (ttale cohomology group). 

Xx 为 概 形 , U AX 的 开 子 概 形 . 取 2 = X\U, 以 uj WAS 

ghe t. 

定义 范畴 T(X) WF: HAE (71,.25,0), 其 中 多 € e(Za), 
Fy E GUVs) 及 Q: Fr > i*j. Fo. BH (Fi, Fo, 6) > (Fi, Fh, 9") 是 
TR (Ui, 02), 其 中 yi: Aa 一 Fi, Wo : Fo > Fy 使 得 下 图 交换 : 


中 Rs 
F, ——> i* je. 


| | 


@ V ue 
Fi —> itj 


从 伴随 关系 j* 2j. 知 , 对 F € 6(Xa) A Hom(F,j.j*F) = 
Hom(7*. 多 ,7* 多 )， 对 应 于 恒 等 态 射 id: 六 多 一 六 多 NAN F 一 
j£ WA og. 可 以 证 明 把 多 < G(Xet) EA (F, jF, pr) 给 出 
6(Xa) Z) T(X) 的 等 价 . (IL [Mil 80] Chap II, Thm 3.10). 

利用 法 则 多 — (0,.2,0) 得 出 函 子 


j s G(Ua) e T(X) = G(Xa). 


设 X 为 代数 簇 , WdseskXSSXxOXZIJTEjIj:XoX 
(Nagata, J. Math. Kyoto Univ, 3(1963) 85-102). i FZ A X HY ét 
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HE, 即 多 取 值 于 挠 交换 群 范畴 . 我 们 定义 紧 支 上 同调 (cohomology 
of compact support) H? (Xe, F) 为 H"(Xa, j(.2))(U [SGA 4-3, Exp 
XVII]; [Del 77] [Arcata] IV $5). 这 与 X 的 选取 无 关 ( 见 [Mil 80], Chap 
VI, Prop 3.1). 

单 看 这 个 étale 上 同调 群 的 定义 是 空 的 . 首先 你 需要 知道 几 个 基 
本 的 例子 : 

(1) 设 天 是 代数 数 域 , X = Spec k. 这 时 Xa 是 什么 ? 这 些 上 同调 
BE 瓦 ;(X,*) 是 什么 ? 这 与 数论 里 Galois 上 同调 群 有 关 , SERAN 
教 本 [Fu 11] Chap4 和 227 页 . 

(2) 在 x 是 代数 曲线 时 , 上 同调 群 Haz (X,*) 是 什么 ? 参看 Deligne 
[Del 77] ([Arcata] Chap III, 27-38 页 ) 及 [Mil 80] (Chap V). 

(3)35 X Rt it ER, Galois 群 作用 于 上 同调 群 Hg (XC, 9). 
在 这 作用 下 Frobenius 元 的 特征 值 的 计算 便 是 Weil 猜想 的 问题 . 有 两 
个 证 明 , 参见 Deligne ([Del 74]) 和 Laumon([LM 87]). Kiehl 为 此 写 了 
两 部 书 [FK 88], [KW 01]. 

(4) 当 X 是 Abel HN, 上 同调 群 Hz(X,«) 是 与 p- 可 除 群 及 
Dieudonne 晶体 有 关 . 这 是 一 个 颇 大 的 学 问 ! 参看 [Tat 66], [DeJ 98], 
[Mes 07], [Rap 94]. 

老实 说 , 应 该 认真 地 念 一 部 étale cohomology WE, 否则 是 空空 的 
没有 感觉 , 不 会 有 深刻 的 学 问 做 研究 的 基础 . 你 可 以 看 原著 SGAA, 或 
者 一 部 教 本 如 [Fu 11]. 
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在 前 面 几 章 我 们 谈 到 了 可 表 函 子 以 及 与 其 相关 的 一 些 概 念 和 结果 . 
现在 考虑 从 交换 环 范畴 到 集合 范畴 的 某 个 函 子 F, 我 们 希望 可 以 由 
一 个 概 形 来 表示 .从 实例 知道 , 并 不 是 任意 的 F 都 能 满足 我 们 的 希 
TH. 也 就 是 说 , 为 了 能 做 到 这 一 点 , 必须 对 于 F 加 上 一 些 限 制 条 件 . 为 
了 提供 这 样 的 较为 方便 的 条 件 , Artin 引入 了 代数 空间 , 而 Deligne 和 
Mumford ( 见 参考 文献 Deligne 和 Mumford [DM 69] 84) SIA T & ( 英 
X: stacks, 法 文 : champs) 的 概念 . 这 两 个 概念 各 自 推广 了 概 形 这 种 代 
数 结构 . 现今 已 有 专著 分 别 介绍 代数 空间 理论 (Knutson [Knu 71]) 和 
fi& (Laumon 及 Moret-Bailly [LM 20]). 从 这 些 专著 的 庞大 的 篇 幅 来 
看 , 读者 会 同意 本 书 并 不 是 详细 讨论 这 些 理论 的 地 方 . 我 们 在 这 里 只 能 
对 这 些 概念 的 定义 作 一 些 解说 , 以 便 有 助 于 读者 对 于 这 些 知 识 及 本 书 
后 面 的 章节 的 学 习 . 

Artin ( 见 参考 文献 Artin [Art 71], 第 16 页 ) 曾 说 , 找到 不 是 概 形 
的 代数 空间 的 例子 并 不 容易 ， 事实 上 , 一 维 代数 空间 和 二 维 光 滑 代数 
空间 都 一 定 是 概 形 (但 是 存在 不 是 概 形 的 有 奇 点 的 二 维 代数 空间 ). 可 
以 证 明 : 任 一 代数 空间 中 皆 存 在 稠密 子 集 , 而 这 个 子 集 是 仿 射 概 形 . 我 
ALTRI EAE SEHR Vi: 代数 空间 是 用 代数 函数 把 仿 射 概 形 粘 合 起 来 得 出 的 
结构 . 但 是 这 种 说 法 并 不 会 使 得 以 下 将 要 介绍 的 定义 变 得 容易 理解 . 

给 定 一 组 用 代数 的 方法 所 定义 的 条 件 , 进而 考虑 满足 这 组 条 件 的 
数学 结构 的 等 价 类 所 组 成 的 集合 . 这 就 是 “ 模 问 题 ” 中 所 过 到 的 函 子 ， 
WA F. Grothendieck 指出 : F 要 满足 两 个 条 件 . 第 一 , 要 满足 “下 降 
条 件 ”, 即 F 是 一 个 层 . 这 个 条 件 在 第 3 章 中 已 讨论 过 . 第 二 , BOR F 
的 “无 穷 小 ”(infinitesimal) 结构 满足 “形变 ”(deformation) 条 件 . 本 
章 84.2 将 介绍 形变 理论 . 复 解 析 空 间 的 形变 理论 是 Kodaira 和 Spencer 
最 先 提出 的 ( 见 参 考 文献 Kodaira [Kod 86]). Grothendieck ( 见 参考 文 


841 2- 范 we 111 


献 Grothendieck [FGA, 190]) 讨论 了 代数 集合 的 形变 理论 . Schlessinger 
[Sch 68] 提供 了 一 个 常用 的 条 件 用 以 决定 是 否 是 “投射 可 表 的 ”(pro- 
representable), 这 比 Artin 所 用 的 “万 有 形变 ”(universal deformation) 
略 强 . 关于 形变 理论 看 [Har 10], [Sei 10]. 

虽然 本 章 主要 是 定义 , 但 是 熟 习 了 后 看 原始 文献 会 方便 点 . 


$41 2- 范 HE 


4.1.1 定义 


一 个 2- 范畴 (2-category) 由 下 述 资料 组 成 : 
(1) 一 个 范畴 e, 其 对 象 为 Obj €, 态 射 的 全 体 为 


Mor(¢)= |) More(4,B) 
A,BcObj € 


More(A, B) x More(B, C) — More(A, C) : (f, u)  uef, 


以 及 对 于 每 个 对 象 4 € Obj €, 有 恒 同 态 射 14: A 一 A. 这 个 范畴 被 
称 为 底 范畴 (underlying category). 有 时 我 们 把 正在 定义 的 2- 范 畴 也 简 
id e. 

(2) 对 于 每 一 对 对 象 A, B € Obj €, 集合 More(4, B) 是 一 个 范畴 . 
其 中 常用 的 术语 有 : 

(i) 范畴、 (4,B) 的 对 象 将 被 称 为 人 4 到 B 的 1- 态 射 (1- 
morphism) 或 1- 胞 腔 (1-cell). 

(ii) 在 范畴 More(A, B) 中 从 一 个 1- 胞 腔 f: A B 到 男 一 个 1- 胞 
IB g : A B 的 态 射 将 被 称 做 2- 态 射 (2-morphism) 或 2- 胞 腔 (2-cell)， 
记 做 a:f 一 yg， 
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从 A 到 B 的 1- 胞 腔 之 间 的 所 有 2- 态 射 的 集合 记 做 


2—More (A, B) = { se d 2 


— 9 > 

(ui) 对 于 范畴 More(A, B) 的 对 象 的 三 元 组 f, gh, 2 SH a : 
fg 581 8:9 +h E More(A, B) 中 的 合成 被 称 为 坚 直 合成 (vertical 
composition), 记 做 go a, 


f 
f 
一 de a 
ATSB 合成 为 AC woas B. 
loc cf z 
其 恒 同 态 射 记 做 
f 
P ER E - 
An dig B. 


(3) 对 于 Obj € 中 的 对 象 三 元 组 A, B, C, 范畴 的 双 函 子 
More(A, B) x More(B, C) — More(A, C), 


把 一 对 对 象 (1- 胞 腔 ) (f: 4 一 Byu: B — C) BRB uef: AA C, 并且 
把 一 对 态 射 (2- 胞 腔 ) 


f u 
2 iud T p EE Ct 
g v 
BR SJ 2- 胞 腔 
f u uef 
— te _, — ~ = 
9 v veg 


我 们 把 它 称 做 水 平 合成 (horizontal composition), WA yxa: u«f > 
veg. TER, 在 水 平 合成 的 定义 中 隐 含 着 我 们 同时 需要 的 。 和 * 两 者 . 
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把 Obj € 作为 对 象 , 同时 对 于 对 象 的 任 一 有 序 对 (A, B) 把 集合 
2-More(4, B) 作为 态 射 ， 这 些 资料 构成 了 一 个 范畴 . 这 就 是 说 对 于 
Obj € 中 的 对 象 三 元 组 A, B, C, 我 们 合成 映射 


2—More(A, B) x 2-More(B, C) 一 2-More(A, C), 


Qu 4j T "yen, 


它 满足 范畴 中 的 合成 应 当 具 有 的 通常 条 件 . 特别 地 , 我 们 有 恒 同 态 射 


14 
quU LT 
A Ulia 4 
Ss Ay 


la 


这 些 资料 满足 以 下 法 则 : 
(1) 在 


f u 
a decas 7 A4 x 


一 ge 
NT EET 
w 


h 


A 


的 情形 , 合成 (kx 6) o(yxal) 与 (6oy)x(6oa) 相等 ( 互 换 法 则 
(interchange rule)). 


(2) 在 


的 情形 , 我 们 有 1,15 = lues. 

一 个 2- 范畴 称 为 (2,1)- 范 畴 ((2,1)-category), 如 果 它 里 面 所 有 的 
2- 胞 腔 都 是 同 构 . 

2- 范 畴 的 一 个 所 谓 “ 例 子 ” 是 所 有 范畴 的 范畴 Cat. CHIR 
Obj (Cat) 是 所 有 范畴 组 成 的 类 .对 于 任意 两 个 范畴 A,B, A AR B 
的 所 有 函 子 组 成 的 类 (class) 是 函 子 范畴 Morcat(%, BER: 这 样 的 类 
不 一 定 是 集合 , 这 与 我 们 以 前 的 定义 不 同 ). 从 一 个 函 子 了 :你 一 他 到 
另 一 个 函 子 5 : A— BK 2- 胞 腔 就 是 一 个 自然 变换 a: T 一 5. 注 
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意 a 是 由 它 的 分 量 给 出 的 ， 这样 的 分 量 我 们 将 记 为 a4 : TA SA 
(A€0Obj90. 自然 变换 a :T 一 S 和 6:5 一 RR 的 竖 直 合成 定义 为 


(8om4= B(aA), 
其 恒 同 态 射 17 :了 一 了 由 (17)4 = 1ra 给 出 . 对 于 水 平 合成 
ed 
Sess cli uai ne, Ap uas 
S V 
我 们 规定 U- T 就 是 由 通常 的 函 子 合成 UT 95 e 给 出 的 . 于 是 有 
T UT 
AL ya L8—— ——-€ 合成 为 AT ware, 
S US 
其 中 (Uo)A = Uaa; 以 及 
U UT 
&—— BL n >e 合成 为 A 二 wre, 
V VT 


其 中 (77)4= yra (A € 8). 现在 我 们 定义 
yxa:UT —^VS 
为 下 面 的 交换 图 的 对 角 线 : 


UT -于 >VT 
Ua Va 
BRS 
这 里 的 ayo yra 尚 需 验证 是 双 函 子 . 
按照 惯例 , 一 个 对 象 4 的 名 字 也 被 用 于 它 的 恒 同 态 射 14, 一 个 箭 
3k f 的 名 字 也 被 用 于 它 的 恒 同 2- 胞 腔 17. 
为 了 继续 讨论 由 所 有 范畴 组 成 的 2- 范 畴 的 例子 , 我 们 把 
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记 做 
U 
A 


B 


e o B. 
V 


依据 上 面 的 交换 图 , 这 里 的 水 平 合成 为 
GxyxF:Ge U FS G*V« F, 


这 是 一 个 自然 变换 ; 其 中 的 “.” 表 示 函 子 的 合成 . 更 详细 地 说 , 首先 我 
们 有 


U UG 
G eT ER 
* 和 
V VG 


这 就 是 说 : 对 于 每 个 Ae Obj A, HAF CHM IG:UG-VG4 
出 一 个 € 中 的 态 射 (7G)4 : UGCA) 一 VG(A). 然后 , MF F:€-9D 
把 此 态 射 映 成 


F((yG)a) : F(UG(A)) ^ F(VG(A)). 


这 样 , 任 一 A € Obj 就 对 应 于 一 个 态 射 F((yG) A), 这 个 对 应 满足 通 
常 的 交换 图 . 这 就 给 出 了 自然 变换 Gy F. 
我 们 将 常常 在 记号 中 略 去 。o,*. 例如 把 Gy Fil GF. 
Benabou 引入 了 2- 胞 腔 上 的 一 个 运算 粘连 (pasting). 其 中 有 两 种 
基本 的 情形 . 考虑 下 面 的 “粘连 ”图 : 


jo u 
g " BY 
此 图 被 认为 是 两 个 图 
f u 
> ay u 和 9 p 


hg v 
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左边 的 图 的 水 平 合成 给 出 lua, 记 做 uo; 右边 的 图 给 出 6g. 于 是 我 们 


可 以 做 竖 直 合成 
uf 


Jua 


~ Ws 一 


vg 
此 时 “粘连 ” 图 的 含义 就 是 指 2- 胞 腔 


Bg:uo: uf = uhg => vg. 


第 二 种 情形 由 下 面 的 “粘连 ”图 给 出 : 


其 含义 是 2- 胞 腔 
oy: Of : uf = vhf = vg. 

4.1.2 2-H f 

—"p2-& F (2-functor) R : A — B dE A 的 对 象 映 到 % 的 对 象 , A 
的 1- 胞 腔 映 到 % 的 1- 胞 腔 , & 的 2- 胞 腔 映 到 % 的 2- 胞 腔 , 同时 保持 
定义 域 和 值 域 、 以 及 所 有 类 型 的 恒 同 态 射 与 合成 都 不 变 . 

一 个 2- 自 然 变 换 (2-natural transformetion) p: R> L( RF R fl 
L 都 是 从 处 到 吕 的 2- 函 子 ). 对 于 的 每 一 个 对 象 (0- 胞 腔 ) A 指定 B 
中 的 一 个 1- 胞 腔 pa EX pA: RA — LA, 要 求 它 是 1- 自 然 的 (1-natural)， 
RIX f:A—> BA pB-Rf =Lf- pA, ED FARK 


Rf 
RA —- RB 
pA pB 


LA—L-rnB 
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还 要 求 p 是 2- 自 然 的 (2-natural), 即 对 于 内 中 的 任 一 2- 胞 腔 a : f >g, 
有 


Rf Lf 
ge oS A -—7 0007 
RA. — (Ra QRB = RA——" —- LA. we LB. 
Rg Lg 


定理 4.1 (2 Yoneda 引 理 ) 设 p:$ 一 C 是 一 个 纤维 范畴 , LH 
X € €. 则 “赋值 ” (evaluation) 函 子 
ex : More(€/X, 8) > $ 
(f:€/X > §) + f(x) 
REREN. 
4.1.8 ”2- 伴 随 


2- 范 畴 € 中 的 一 个 2- 伴 随 (2-adjunction) n,e: l4 r: A —> BAJS 
1- fier: A> BAI: BOA, 2K n:1 rl fle: ir 9 1, #8 


T 1 


B B 


A 


都 等 于 恒 同 . 
$4. 形变 理论 


4.2.1 Zariski 切 空间 


X A 为 完备 的 Noether 局 部 环 ,/ 为 A 的 极 大 理想 ,上 = A/u. 以 
k 为 剩余 域 的 局 部 Artin A- 代数 组 成 的 范畴 记 为 €. 
AECE, mA 4 的 极 大 理想 . 考虑 


t :— m/(m? + pA). 
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直观 上 我 们 可 以 这 样 想 : 设 有 空间 X 及 基点 zo EX, 将 4 看 做 和 上 
的 函数 环 , m 看 做 {f € A | f(zo) = 0), W t, 可 被 视 为 m 内 的 元 素 的 
“线性 部 分 ”. 例如 , 若 f(z) 在 zo 处 有 泰勒 展开 : 


f(x) = f(s0) ix) e — 20) + E (a — a)? t 


(其 中 f(zo) = 0), 则 f'(zo)(r — zo) 是 f 的 线性 部 分 . 更 重要 的 是 : th 
自然 是 4/m = A/u = k 上 的 模 , 即 -向 量 空间 . 于 是 可 以 取 它 在 上 上 
的 对 偶 空间 : 

ta := Hom; (t^, k). 


称 ta AW A 的 Zariski 切 空 间 (Zariski tangent space). 
UA e id t 4 k[t]/(£2) 中 的 像 . 则 kje] 是 二 维 上 -向 量 空间 ， 


k[e] 2 k&- 16 k-e, 
其 中 sz = 0, 1 为 k[e] 的 恒 等 元 , ke 为 kle] 的 极 大 理想 . 可 以 证 明 : 
fa Hom, tex (A, k[e]). (4.1) 


RART F: € Sets, 使 得 F(k) 只 含有 一 个 元 素 , 并 且 自 然 映 
射 
h: F(kle] xx kle]) — F(k[e]) x F(k[e]) 
为 双 射 , 其 中 kle] xx k[e] 为 kle] 与 自身 在 k 上 的 纤维 积 , BD: 使 得 剩 
FERA k KWAR Artin 代数 图 表 


4 a 


m Xk kle] -n Y 
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中 长 方形 部 分 交换 (其 中 p: kle] 一 大 定义 为 p(z @ ye) = x), HAR 
有 如 下 的 泛 性 质 : 对 于 任意 的 


g: Boke] 和 a: Bokfel, 
存在 唯一 的 q: B ke] xx klel, 使 得 整个 图 表 交 换 . 不 难看 出 ， 
kle] xx k[e] = ((x B Ye, £ ® y2£) | zi y1, yo € k}. 


定义 映射 * 如 下 : 
* i k[z] xx k[z] — le], 


(£ 616, x 0 ye) > TO (y1 + y2)e- 
应 用 双 射 h 和 *, 我 们 可 以 定义 F(k[e]) 上 的 二 元 运算 (加 法 ): 


F(k[e]) x F(k[e]) —— F (kle) xu klel) “> F(Me]. —— (43) 
进一步 地 , 由 (4.1), 有 环 同 构 
k= End, fea (klel), 


QP Qa, 


其 中 ao 的 定义 为 : 
Qa(T Q ye) = x @ aye. 

此 同 构 给 出 了 在 kle] 上 的 作用 , 从 而 诱导 出 在 集合 F(k[e]) 上 
的 作用 ( 即 对 于 任 一 a € k, Flaa) 是 F(k[e]) 到 自身 的 映射 )， 将 此 
作用 视 为 在 Ff(kle]) 上 的 数 乘 , 结合 (4.1) 式 定 义 的 FF(k[le]) 上 的 加 
法 , 不 难 验 证 F(k[e]) 是 -向量 空间 ， 我 们 称 Fike) 为 AF FW 
Zariski 切 空间 . HER: 上 述 的 加 法 和 数 乘 都 是 基于 在 kle] 中 的 元 素 的 
一 次 项 系数 的 运算 而 定义 的 , 这 与 环 的 Zariski 切 空间 的 定义 相 吻 合 . 
确切 地 说 , 当 FF 可 由 € 中 的 某 个 对 象 A 表示 时 ( 即 同 构 于 hA, 其 
中 h4(B) = Hom, je (A, B), B 为 € 的 任 一 对 象 ), F(k[e]) 恰 是 A 的 
Zariski 切 空 间 . 
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4.2.2 ”形变 的 直观 解释 


设 Y Ak 上 的 概 形 ， 又 设 4 € 中 的 一 个 对 象 . 则 典范 同 态 
A 一 A/m = k 诱导 出 态 射 Speck 一 Spec A (Spec k 的 闭 点 映 到 
Spec A 的 唯一 的 闭 点 m). 考虑 A 上 的 具有 如 下 性 质 的 概 形 X/A: X 
在 Spec A 的 闭 点 上 的 纤维 Xo 5s Y 同 构 (这 样 的 X 的 同 构 类 记 为 
F(A)): 


p—s X 


hT d 


Spec k ——> Spec A 


直观 地 , 有 下 面 的 图 像 : 


X 
Xo ae ee 


LJ 
Spek k 
Spek A 


在 这 里 , Spec A 视 为 闭 点 m 的 “无 穷 小 邻 域 ”, X 即 可 视 为 Xo R Y 
的 “无 穷 小 形变 ”. 现 取 A 的 切 向 量 vc € Hom, je (A, kle). 对 应 于 
vC BAH v: Spec k > Spec A, 即 得 下 面 的 交换 图 表 : 
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p. 


Spec k —> Spec A 


Xo X 


v 


Spec kle] 


其 中 X, € F(kle]). 这 时 我 们 可 以 把 X, 看 做 BuU) E. 直观 地 说 ， 
X, 是 “无 穷 小 形变 ”X 沿 切 向 v 的 “微分 ”. 

另 一 方面 , 我 们 把 Spec A 的 闭 子 概 形 Spec (4/mn+1) (只 有 一 个 
FA!) 看 做 m € Spec A AY “n 阶 邻 域 ”, 则 Xn 可 以 看 做 X 的 “n 阶 形 
变 ”, 其 中 X 如 下 图 所 示 : 


Xn X 


| | 


Spec (A/m"*!) ——e Spec A 


Æ X dE Spec (A/m"*!) 上 的 纤维 . 
我 们 希望 以 上 的 “直观 ”讨论 对 于 读者 理解 后 面 的 定义 有 所 帮助 . 
形变 理论 是 当今 数论 的 一 个 基本 工具 . 例如 , 在 Wiles 的 Fermat 
定理 的 证 明 中 就 被 用 到 ， 在 Mazur 学 派 的 引导 下 该 理论 正在 发 展 之 
中 . 在 Fontaine 和 Mazur 的 文章 ( 见 参 考 文献 Fontaine 和 Mazur [FM 
93]) 中 提出 的 “猜想 1” ES Langlands 纲领 同样 重要 的 数论 猜想 . 参 
看 [Kis 10], [Kis 091]. 


4.2.3 ” 仿 射 情形 下 的 形变 


本 节 给 出 仿 射 概 形 形 变 中 的 一 些 定义 ,， 并 陈述 一 个 重要 的 定理 
(Schlessinger 定理 ). 


122 第 4 章 & 


如 4.2.1 小 节 中 一 样 , 设 A 为 完备 的 Noether 局 部 环 , y 为 人 BS 
大 理想 , k= A/u. 以 大 为 剩余 域 的 局 部 Artin A- 代 数组 成 的 范畴 记 为 
€, 其 中 的 态 射 规定 为 A- 代 数 的 局 部 同 态 .又 设 有 函 子 F: € Sets, 
使 得 F(k) 只 含有 一 个 元 素 Oo. 
定义 4.1 ”一 个 无 穷 小 形变 (infinitesimal deformation) 是 指 一 个 
偶 对 (A,n) (其 中 A 为 CE 中 的 一 个 对 象 ,mn € F(A)), 并 且 在 集合 F(A) 
到 F(k) 的 映射 下 7 RA F(k) 的 唯一 的 元 素 Co. 
以 € 记 完 备 的 Noether 局 部 A- 代数 A 组 成 的 范畴 . 则 对 于 所 有 
的 正 整 数 n, A/m 是 上 中 的 对 象 , 其 中 m 为 4 的 极 大 理想 (特别 地 ， 
A/m = k). 
定义 4.2 ”一 个 形式 形变 (formal deformation) 是 指 一 个 偶 对 (A, 
{tn}nz0), 其 中 AA E HR, En € F(A/m"?) BR: 对 于 所 有 的 n 
= Tn: F(A/m**!) 5 F(A/m"), 
En > En-1, 
其 中 m 是 典范 同 态 . 
我 们 可 以 将 函 子 FF 扩充 为 范畴 c 上 的 函 子 F, 即 对 于 € 的 任 一 
WHR A, 定义 
Mex F(A/m"), 
其 中 的 反 向 极限 是 对 于 典范 同 nt 一 A/m ERT F 下 的 像 
而 言 的 . 
AN C 中 的 任 一 确定 的 对 象 , S 
ha(B) = Hom(B, A), 


其 中 B 为 © 的 任意 对 象 . 则 hi 是 € 到 Sets 的 一 个 函 子 ， 对 于 任 一 
uch;(B) 和 任意 的 n, 有 唯一 的 un : A/m" 一 B, 使 得 下 面 的 图 表 交 换 ; 
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其 中 r 为 典范 同 态 . TE, 对 于 给 定 的 形式 形变 (A, (6), 借助 于 un 
可 以 定义 函 子 态 射 


Ta hx 
ur F(un(En)). (4.3) 


定义 4.3 de (4.3) 式 所 定义 的 函 子 态 射 Tare) AAH, N 
称 形式 形变 (A, (6, )) RE RE (pro-represents) F, HPA BH FÆ 
投射 可 表 的 (pro-representable). 

定义 4.44 设 A,B 是 5 的 两 个 对 象 ,p: BoAAMAA. WR 
Ker p 是 B &93E- EB (0) 并且 mpg. (t) 2 (0) (HP me 为 B 的 极 
X338), WAR p 是 一 个 小 扩张 (small extension). 

定理 4.2 (Schlessinger EH) HC Awa RH ILS, F: C5 
Sets 2-4 AF. 则 F 是 投射 可 表 的 当 且 仅 当 对 于 上 中 任意 的 对 象 
A, A’, A" 以 及 任意 的 同 态 A’ A, A" — A, 映射 


(*) F(A x4 A") — F(A’) x ea) F(A") 


具有 下 述 性 质 : 

(1) 如 果 A — A 是 小 扩张 , 则 (*) 是 满 射 ; 

(2) 如 果 A — kA' = kle] (HP £ = 0), 则 (+) SMH; 

(3) de X. A' =A" E. A! S A Za HK, 则 (*) UR 

(4) dim, Fle] < oo (HP e? = 0, dim, Fle] 的 定义 见 4.2.1 FHA 
B). 


4.2.4 “一般 情形 下 的 形变 


设 5S 是 一 个 域 或 一 个 代数 整数 环 上 的 局 部 有 限 型 (locally of finite 
type) 概 形 . 固定 一 个 沙子 F : (Sch/S)°PP 一 Sets. MF X = Spec A € 
Sch/S, 将 F(X) WA F(A). Ws Æ S 的 一 个 满足 下 述 条 件 的 点 : 它 
的 剩余 域 k(s) 在 S MAME Gs 上 是 有 限 型 的 . 又 设 k'/k(s) 为 域 的 
有 限 扩张 , Go € F(k’). 
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定义 4.5 ”在 上 述 记 号 下 , @ 的 一 个 无 穷 小 形变 (infinitesimal de- 
formation) 是 指 一 个 偶 对 (A,n), 其 中 A 是 剩余 域 为 k' 的 Artin 局 部 
OCs- 代数 , n € F(A), 它 在 典范 同 态 AK 对 应 的 集合 映射 F(A) 一 
F(k') FRA Co. 

定义 4.6 (o 的 一 个 形式 形变 (formal deformation) 是 指 一 个 偶 
对 (A. {En}nz0), 其 中 A RAK 为 剩余 域 的 完备 Noether 局 部 Os-K 
数 , En € F(A/m"*) 满足 : 对 于 所 有 的 n, 有 


F(A/m"**) > F(A/m"), 
En | En-1 


(n, 是 典范 同 态 ), E £o = Qo. 

现在 考虑 S 上 的 étale 拓扑 . 若 将 这 个 拓扑 的 层 记 为 F, UU FA 
A S 上 的 étale 概 形 范畴 到 Sets 范畴 的 函 子 . 设 K 是 域 . Spec K 
等 同 于 从 (Sch/S) 到 Sets 的 一 个 函 子 . 又 设 


Qo: Sch/S— F 


是 函 子 单 态 射 . 将 Co WA 下 的 一 个 点 . UAW FEA Co 处 的 “局 部 
环 ” 关 于 其 极 大 理想 的 完备 化 . $E: Spec A> F ARSH, 并 记 


En : Spec A/m"^! —> Spec iP, 


其 中 m 是 4 的 极 大 理想 . 则 (A, {6} 是 Go(e F(K)) 的 一 个 形式 形 
变 . 

EX 4.7 HAAF F: (Sch/S)?»P 一 Sets 及 有 下 述 资料 : 

(1) 一 个 指标 集 T; 

(2) 对 于 每 个 zx el, 给 定 一 个 有 限 型 的 Cs- 域 k” 和 一 个 元 素 
Gj € F(k*); 

(3) 对 于 每 个 ze 了 给 定 C8 的 一 个 形式 形变 (ATL (I), 使 得 对 
于 任 一 有 限 型 Artin 局 部 Cs- 代 数 B fe4£— n € F(B), 存在 唯一 的 一 
个 7ET 和 一 个 映射 A7 B 3 {ET} BRA n. 
则 我 们 说 F 为 投射 可 表 函 子 (pro-representable functor). 
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一 个 投射 可 表 函 子 F 称 为 有 效 投 射 可 表 函 子 (effectively pro-repr- 
esentable functor), 如 果 在 上 面 定 义 中 的 每 个 (c2) 都 是 由 某 个 £7 c 
F(A*) 诱导 的 . 

一 个 形式 形变 (A, (6,9) 称 为 有 效 的 (effective)， 如 果 它 是 由 某 个 
£c F(A) 诱导 出 的 . 

一 个 形式 形变 (A, (£,)) 称 为 全 的 (versal) (相应 地 , 称 为 泛 的 (uni- 
versal)), 如 果 它 具有 下 述 性 质 : 设 (B,N) 是 6 的 一 个 无 穷 小 形变 , B' 
的 极 大 理想 mp 满足 


mE eg 


XPTE—HPB' B0, 以 7 表示 7 诱导 出 的 FB) 中 的 元 素 . 则 
任 一 将 En BR n 的 同 态 4/mn+l 一 B RRA GHA, E HLEX 
A) 到 下 述 6s- 代 数 的 交换 图 表 中 : 


4/mn+i > DB Enh 4 n 
à X 
B 7 


定义 4.8 (Ri F(A) 对 于 任意 有 限 型 S- 代数 4 都 有 定义 , 并 
且 对 于 /A= lim Ai (其 中 Ai PAARE S- RAK), oR F(A) BAR 
X, 就 有 


F(A) = lim F(A;). 


NARF F ABH S 上 的 局 部 有 限 展示 (locally of finite presentation). 

在 上 述 定义 下 , A PAY Artin 定理 ( 见 Artin [Art 691, Theorem 
1.6]). 
定理 4.3 (Artin 代数 化 定理 ) RAF F: (Sch/S)?PP — Sets 
是 9 上 的 局 部 有 限 展 示 , 并 且 Co € Fk) 有 一 个 有 效 的 全 形式 形变 
(A,2). 则 存在 有 限 型 5- 概 形 X. HE rc X (其 剩余 域 为 上 (7) =k’), 
元 素 5 € F(X)， 以 及 一 个 同 构 Óxz = A (其 中 xs 是 Ox. 的 完 
446), 使 得 对 于 任 一 n > 0, € AH F(A/m"*1) 中 诱导 出 6&， 此 时 称 
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(X,2,€) 为 & 的 一 个 全 形式 形变 . 进一步 , 如 果 (AE) 是 泛 形式 形变 ， 
则 同 构 xr A 是 唯一 的 . 


84.3 余 切 复 形 


本 节 从 余 切 复 形 观 点 讨论 形变 . 
4.3.1 Lichtenbaum-Schlessinger 的 构造 


我 们 从 Lichtenbaum-Schlessinger 的 构造 开始 . 

一 个 环 同 态 4 一 B 的 余 切 复 形 (cotangent complex) 是 指 以 下 构 
造 的 B- 模 复 形 : 

Eg 3 Ey Bp. 

首先 选取 A 上 的 以 集合 x = {zi} (可 能 是 无 限 集 ) 中 的 元 素 为 变 
元 的 多 项 式 环 R= A[z], 使 得 B (作为 4- 代 数 ) 可 以 表 成 R 的 商 . 设 
了 是 定义 B 的 理想 , 则 有 正 合 序列 

0 一 了 一 到 一 了 一 0. 

其 次 选取 一 个 自由 RAR F 和 一 个 满 同 态 7 : 一 了 ,并 设 8 为 此 

[RSS ETHER, 则 有 正 合 序列 : 
0=9= l= 

有 了 上 述 选 取 的 R 和 ,以 下 的 构造 上 不 需要 进一步 的 选择 了 . 
A Fy 是 下 中 由 所 有 形 如 j(a)b 一 j(b)a 的 Koszul KA (Y a,b € F) Æ 
成 的 子 模 . 注意 j(F0) = 0, BTU Fo C Q. 

取 Lo = Q/Fo. EM x € I, a € Q, 则 存在 某 个 v c FF 使 得 
z = j(2’). FH za = j(z')a = j(a)z'(mod Fo) (Ha € Q HAA 
j(a) 20, SX za — 0. 所 以 Ls Æ B- $. 

取 B- Lı = F 8r B = F/IF, & do: L9 > Li 是 由 包含 映射 
Q 一 下 诱导 的 映射 . 

取 B- 模 Lo = Qaja Gn B. 为 了 定义 映射 di, 只 要 先 做 映射 Ly 一 
I/P, 然后 用 导 子 d: R 一 Opa, 它 诱导 出 一 个 BRA I/P 一 Lo 
([Mat 86] Chap 9). 
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显然 有 did, = 0, 即 是 说 我 们 定义 了 一 个 BREE. 这 就 是 我 们 
所 求 的 环 同 态 4 一 B 的 余 切 复 形 ， 还 应 注意 到 Li 和 Lo 都 是 自由 
B- 模 : Li 是 自由 的 , 其 原因 是 它 的 定义 来 自 自由 R- 模 F; Lo 是 自由 
的 , 其 原因 是 REX A 上 的 多 项 式 环 导致 Ons, 成 为 自由 RR. 

对 于 任 一 B- 模 M, 我 们 定义 


T*(B/A, M) = h'(Homg(L., M)) 


为 复 形 Homp(L., M) 的 第 i 个 上 同调 模 . 

可 以 证 明 以 上 这 些 模 (在 同 构 的 意义 下 ) 与 上 述 构 造 中 所 有 选取 
FER (J [Har 10] p.20; [LS 67]). 
4.3.2” 余 切 复 形 


Quillen [Qui 70] 把 L. 推广 到 全 复 形 , Tllusie [Ill 71] 又 用 topos 
的 语言 重 写 了 Quillen 的 工作 . 推广 前 一 段 我 们 将 构造 一 个 topos 上 的 
HAK A> B 的 余 切 复 形 . 

1. 标准 单纯 复 形 化 解 

我 们 来 描述 由 一 对 伴随 函 子 所 定义 的 单纯 复 形 化 解 . 

首先 回想 一 下 Godement [God 73] 附录 中 的 符号 . 2- 范 畴 的 水 平 合 


成 
U 
V 
给 出 一 个 自然 变换 


GxyxF:G° U F5 G*V«*F, 


其 中 “。” 表 示 函 子 的 合成 , y : U o V 是 一 个 自然 变换 . 自然 变换 
Gxyx F IPR Ac Obj A 一 个 态 射 


(G**y* F)a = F((yG)a) : F(UG(A)) ^ F(VG(A)). 


现在 我 们 给 出 [Dl 71] 1.1.5 的 一 个 小 结 . 
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有 限 全 序 集 所 组 成 的 范畴 记 为 A. 我 们 可 以 记 这 个 范畴 的 对 象 为 
n := {0,1, ,n}, n 为 非 负 整数 . 范畴 的 态 射 o: mm 一 n 为 保 序 的 集 
合 映射 . 
W Ee Ob) A. 又 设 {Si:ec 一 cl:ie 了 是 一 个 范畴 的 
一 些 函 子 的 集合 . AE 中 的 序 定义 函 子 合成 or. 例如 , WR E = 
(0, 1, --- , n], 则 
Sie BS; = S90 $10... 0 Sy. 


WR E = Ø, Ml oiegS; = ide. 
& MES,=S (Vic E), 我 们 就 用 SP WAR oieg5i. 

以 End(%) WA B 到 B 的 函 子 的 范畴 . 

设 T: 一 BAM U::8 A BUT HU. 此 伴随 关系 的 单 
位 记 为 a :1 一 UT, 余 单 位 记 为 5:TU 一 1. 

由 伴随 关系 (T HU) 定义 的 标准 单纯 复 形 化 解 (standard simplicial 
resolution) 是 如 下 给 出 的 End(B) 中 的 增 广 单纯 对 象 : 

(T,U), = (TU) O°") (在 如 晶 所 示 函 子 合成 的 符号 下 ); 

(T,U)-1 = (TU)(2) = idg; 

dr = (TU x bx (TUE , 
(TU) (我 们 是 在 使 用 2- 范 畴 的 记号 ). 

增 广 映射 是 余 单 位 8:TU 一 1. 

2. 模 的 标准 自由 化 解 

设 工 是 一 个 topos, 4 是 了 的 一 个 环 . 

XF X € Obj T, 以 ACO 记 由 X 生成 的 自由 AK. 这 是 预 
B U A(U)XU) 的 层 化 ( 见 第 三 章 或 SGA 4 III). 它 是 一 个 平 A- 
模 . 用 A-Mod id A- 模 的 范畴 . AT AO 左 伴 随 于 遗 态 函 子 forget : 
A-Mod — T, 即 对 于 所 有 的 Xe Obj T 和 M € Obj A—Mod, 有 同 构 


a? = (TU) #1] 大 大 


Homa_Moa(A™X), M) + Homr(X, M). 


按 前 段 由 伴随 关系 (AM) + forget(—)) 定义 的 标准 单纯 复 形 是 化 
fit End(A-Mod) 的 单纯 复 形 对 象 : WA M 一 FA(M) 一 M RART 
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TE. 称 FA(M) 一 M 为 M 的 标准 自由 化 解 (standard free resolution). 
3. 环 态 射 的 标准 自由 化 解 
设 了 是 一 个 topos, A B 是 TT 的 一 个 环 态 射 . 
对 于 M € Obj A-Mod, 以 


Sa(M) := CB FM) 
icN 
jii M 的 对 称 代数 . 用 A-Alg 表示 4- 代 数 范畴 . AT M 一 SA(M) 左 
伴随 于 遗忘 函 子 4-Alg > A-Mod, 即 对 于 任 一 4- 代 数 B, 我 们 有 函 子 
同 构 
Homa_Alg(S4(M),B) = Hom , Mod(M, B). 

WX eT, AX 生成 的 自由 4- 代 数 A[X] 定义 为 A[X] := 
SA(AUO). RTF X > A[X] 左 伴随 于 由 4-Alg 到 了 SRT, 即 有 
函 子 同 构 

Hom4. Aig( A[X], B) Š Homr(X, B). 
我 们 用 PA(B) — B 来 记 由 伴随 (4[-] J forget(—)) 所 定义 的 标准 单纯 
复 形 化 解 , 并 称 之 为 B 在 A 上 的 标准 自由 化 解 (standard free resolu- 
tion). 注意 : 对 于 n > 0, 有 Pa(B)o = A[B], Pa(B)n = A[PA(B), 1]. 

4. 代数 的 余 切 复 形 

如 前 , 有 限 全 序 集 所 组 成 的 范畴 记 为 A. 范畴 € 中 的 一 个 单纯 对 
象 (simplicial object) 或 说 € 的 单纯 复 形 , 是 指 一 个 从 A 到 的 反 变 函 
CT. 两 个 单纯 对 象 之 间 的 态 射 是 自然 变换 . 以 这 些 单纯 复 形 为 对 象 的 范 
Hic Simpl(€). 设 了 是 一 个 topos. W T 上 的 单纯 层 范 畴 Simpl(T) 
是 一 个 topos. 

设 了 是 一 个 topos, A 是 了 的 一 个 环 , B 是 一 个 A- 代数 , M 是 一 
个 B- 模 . 我 们 有 典范 同 构 


Homp(Q5,4, M) 一 Dera(B, M), 


其 中 05, EME U e Oya) 的 层 化 . 
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t 4 一 B 是 topos T 的 单纯 环 态 射 (simplicial ring homomor- 
phism), 即 单 纯 topos Simpl(T) 的 环 态 射 . 这 个 Simpl(T) 是 指 topos 
T 上 的 单纯 层 (simplicial sheaf). 此 时 在 Simpl(T) 中 的 B-E& 05/4 有 
n RIE: 

(QB/A)n := AB, /a 


对 应 于 有 限 全 序 集 所 组 成 的 范畴 A 中 的 态 射 u: [0,m] 一 [0, n], 我 们 


1 : 
D 


An Er Am 


X A Bz topos T 的 一 个 环 态 射 . 用 Leja 记 单 纯 B- 模 
LgA = QPpa(B)/A BPa(B) B- 
称 之 为 B/4 的 余 切 复 形 (cotangent complex). 


4.3.3 ”光滑 映射 


我 们 从 EGA IV4 — 17.1 中 的 定义 的 仿 射 情形 出 发 . 

定义 4.9 ARR 4 和 一 个 4- 代 数 B. 我 们 称 BAA 上 形式 
地 光滑 (formally smooth) (相应 地 , 形式 地 非 分 歧 (formally unramified), 
形式 地 平展 (formally étale)), 如 果 对 于 任意 的 4- 代数 C 和 C. 的 任 一 
满足 .12 = 0 的 理想 J, 典范 映射 


HomA. aig(B, C) = HomA- Aig(B, C/ J) 


是 满 的 (相应 地 , 单 的 ， 双 射 )， 如 果 进 一 步 DB 是 有 限 展 示 的 ANGE, 
我 们 则 称 B 在 A 上 光滑 (smooth) (相应 地 ， 非 分 歧 (unramified), 平 
展 (étale)). 
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上 述 情形 可 以 用 下 图 展现 : 


C/J<--B 


CG=— A 


WH G 作用 在 一 个 集合 S 上. 我 们 称 非 空 集 S ER G 作用 下 的 
主 齐 次 空间 (principal homogeneous space) 或 挠 子 (torsor) (参看 [LCZ 
06] 代数 群 引 论 , 第 二 篇 五 章 3 节 ), 如 果 对 于 任 一 se S, RAT g gls) 
是 由 G 到 5 的 双 射 . 

命题 4.4 设 k 是 一 个 代数 封闭 域 . 设 已 一 已 是 三 代数 同 态 . 又 
KB 5 B € kA eps. 其 核 T 满 足 1?=0 (这 意味 着 了 有 自然 
的 B- 模 结构 , 因此 也 有 RR- 模 结构 ). 

(1) 如 有 R— B 的 两 个 提升 f,g:R 一 B', 则 09=g 一 f RA 
了 的- 导 子 . 

(2) AZ, wR: RB £A-4+RHA, 0: R— I X —^- k- 3f, 
J)g—-f-0:R—5B'X€RBIf$2-—^zj. 

如 下 图 表 所 示 : 

B *«——H 


B' ——k 


换 句 话说 , R> B 到 kRAS R 一 B 的 提升 的 集合 在 群 
Der,(R, I) = Homg(Q gx, I) 的 加 法 作用 下 是 一 个 主 齐 次 空间 (只 要 此 
提升 的 集合 非 空 ). 参见 [Har 10] Lem 4.5, 28 W. 

所 谓 无 穷 小 加 厚 (infinitesimal thickening) Y CY’ 的 含义 是 : Y 是 
另 一 个 概 形 Y' 的 闭 子 概 形 , 并 且 定义 了 WAR I EY ASH. 

命题 4.5 (1) 设 久 是 代数 封闭 域 k 上 非 奇 异 有 限 型 仿 射 概 
形 , 又 设 1 :Y SX 是 从 上 的 仿 射 概 形 Y 到 X 的 一 个 态 射 ， 以 
AYCY 是 了 的 一 个 无 穷 小 加 厚 ， MAR f 可 提升 为 一 个 态 射 
g:Y'— X ke gv ff. 
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(2) ik X 是 代数 封闭 域 上 上 的 有 限 型 概 形 . 假设 对 于 任意 一 个 
SH f :Y OX (APY Bk LAMY AYR Artin 环 ), 以 及 任意 
一 个 以 平方 为 零 的 理想 层 所 定义 的 无 穷 小 加 厚 Y. CY’, 都 存在 提升 
g:Y' OX, Ju] X 是 非 奇 异 的 . 如 下 图 表 所 示 : 


f 


7 
" d 
£^ 
zz g 


Y* —+ Spek & 


[Har 10] Prop 4.4 p.27, Prop.4.6, p.29. 亦 见 EGA IV4-17.5. 
4.3.4 “形变 


给 定 -代数 Bo, 以 及 一 个 局 部 Artin M C, 其 极 大 理想 记 为 mo, 
ERREA k. Bo 在 C 上 的 一 个 形变 (deformation) 是 一 个 在 C 上 
平坦 的 环 B 连同 一 个 满 同 态 B Bo, 使 得 诱导 出 的 映射 Back 一 Bo 
是 同 构 . 

给 定 一 个 序列 

0 一 JJ 一 C' 一 C 一 0， 


其 中 C 是 一 个 剩余 域 为 k 的 局 部 Artin Xf, C' 是 映射 到 C 的 另 一 个 
局 部 Artin 环 , J 是 一 个 理想 , 满足 mo J = 0, 于 是 J 可 被 视 为 k- 向 
量 空间 . 

假设 我 们 有 一 个 -代数 Bo 和 Bo 在 C. 上 的 一 个 形变 B. 所 谓 B 
在 C' 上 的 一 个 扩充 (extension) 是 指 Bo 在 C 上 的 一 个 形变 B' 满足 : 
存在 一 个 满 同 态 B' B, 它 诱导 出 同 构 B' ec; C B. 

使 用 前 面 定义 的 Bo/k 的 余 切 复 形 , 从 Bo- 模 Bo @ J 得 T'(Bo/k, 
Bo 8 J). 以 下 定理 解释 Lichtenbaum-Schlessinger AF T^ 的 意义 . 

定理 4.6 (1) 存在 一 个 元 素 6 € T?(Bo/k, Bo J), 称 为 阻碍 (obs- 
truction), HAMAR: 5 = 0 当 且 仅 当 存在 B 的 扩充 B'; 

(2) 如 果 扩 充 存 在 , 则 这 样 的 扩充 的 等 价 类 的 集合 是 在 T'(Bo/k, 
Bo 8 J) 的 作用 下 的 一 个 挠 子 . 
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参见 [Har 10] Thm 10.1, 78 页 . 

定义 4.10 3k Xo Èk HHW, C 是 大 上 的 Artin 环 , 我 们 定 
X Xo Æ C 上 的 形变 (deformation) 为 一 个 在 C 上 是 平坦 的 概 形 x, 
连同 一 个 闭 浸 入 i: Xo o X, 使 得 诱导 的 映射 i Xock: Xo 一 XX xck 
是 同 构 . 这 样 的 两 个 形变 Xi,i 和 Xai 是 等 价 的 , 如 果 存 在 C 上 的 
5 i Fe ing 相 容 的 态 射 f :XX1 X» 即使 得 io = foi. 

WR C' 是 另 一 个 Artin 环 , 且 有 一 个 满 同 态 C' C. RX X 
Xo 在 C 上 的 一 个 形变 , 则 X EC’ 上 的 扩充 是 Xo dE C' 上 的 一 个 形 
as X', 连同 一 个 闭 温 入 X 一 X', 它 诱导 出 同 构 X o X' xo C. 两 
个 这 样 的 扩充 X' 和 X" 是 等 价 的 , 如 果 存 在 与 X 到 它们 二 者 的 闭 浸 
入 相 容 的 形变 的 同 构 x' — x". 

因为 函 子 Ti 的 构造 与 局 部 化 相 容 , 我 们 便 可 以 构造 层 Fi. RA 
WESH f : X 一 了 及 Ox- 模 F. 则 可 构造 层 7 = 7'(X/Y,F) 
使 得 对 任何 开 仿 射 集 V c Y 及 开 仿 射 集 U c POV) 让 局 部 地 有 
Ox(U)- 模 M 使 多 = M. WW Z*(U) = Z(U/V, M). 当然 我 们 也 可 以 
用 前 面 Ilusie 的 造 法 得 到 层 Fi. 我 们 简写 Fi(X/k, 6x) A FZ}. 

命题 4.7 ”给 定 一 个 序列 


0 一 JJ 一 C 一 C 350), 


其 中 C 是 一 个 剩余 域 为 上 的 局 部 Artin KH, C' 是 映射 到 C 的 另 一 个 
局 部 Artin 环 , J 是 一 个 理想 , 满足 mo J = 0. WR Xo 非 奇 异 , 则 : 

(1) 在 H?(Xo, 2x, 9 J) 中 只 存在 一 个 关于 和 AC 上 的 扩充 x' 
的 存在 的 障碍 ; 

(2) 如 果 这 样 的 扩充 存在 , 则 它们 的 等 价 类 的 集合 是 构成 HI (Xo, 
Tx, D J) 下 的 一 个 挠 子 . 

参见 [Har 10] 10.3, p.82. 


84.4. 代数 空间 
设 5 是 一 个 概 形 . S 上 的 仿 射 概 形 的 范畴 记 为 (AFS). E (Aff/S) 
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上 赋予 étale 拓扑 . 我 们 首先 引入 5- 空 间 的 概念 . 

定义 4.11 一 个 5- 空 间 (S-space) 是 指 (Aff/S) 上 的 一 个 集合 
Æ. 5- 空 间 的 范畴 记 为 (Es/5). 

对 于 任 一 5- 概 形 X, 相应 地 有 一 个 S- 空间 , BD (RF): 


(Aff/S) — Sets, 
U 5 X(U) := Homs(U, S). 
这 个 5- 空 间 仍 记 为 X. 
对 于 一 般 的 S-20 Y 和 (APS) 的 任 一 对 象 U, 我 们 将 元 素 y € 
Y(U) 视 为 范畴 (Es/5) 中 由 U 到 YY 的 态 射 
yz WU x. 
定义 4412 ib X,Y 为 两 个 5- 空 间 ， 
f: XY 


为 S- 空 间 的 态 射 . 如 果 对 于 (Aff/S) 的 任意 对 象 U 和 任意 的 VEY(D)， 
E y 和 f 给 出 的 纤维 积 xy X 都 是 概 形 , MAAR 是 概 形 性 的 
(schematic). 称 这 个 f X étale BH, 若 所 有 投射 U xy X — U 都 是 
étale 满 射 . 

定义 4.13 ”一 个 代数 5- 空 间 (algebraic S-space) 是 指 满足 下 述 
BASES S-Z X: 

(1) FA A SAM XOX xs X 是 概 形 性 的 并 且 是 拟 紧 的 ; 

(2) 存在 概 形 X" 和 代数 空间 的 概 形 性 ktale 满 射 


m: X 一 X. 


命题 4.8 (1) 代数 5- 空 间 X X. .X' x x X' (ME X' — X xg X) 
关于 某 个 等 价 关系 的 商 . 确切 地 说 , X 是 下 述 态 射 的 层 余 核 : 


pri pri 
P d Xx ALIE xs X' — E X' 
pra 2 


$45 4 135 
(2) 代数 5- 空 间 是 有 效 投射 可 表 的 . 
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4.5.1 JEM 


定义 4.04 HAK €. 一 个 CE 上 的 全 (stack) €J& € 上 的 一 个 
满足 以 下 条 件 的 范畴 G,p:G 一 人 

(1) p: 6 5 € 是 一 个 纤维 范畴 (LF 1 章 )， 

(2) 从 任意 UE Obj € 及 任意 x,y € Gv 得 出 的 Mor(z,y) 是 纤维 
Cy 上 的 层 ; 

(3) 车 多 — {fi :Ui 一 Uhier 为 位 形 的 履 盖 , 则 6 内 任 一 相对 于 
U 的 下 降 资 料 均 为 有 效 (LF 3 章 ). 

引 理 4.9 RAK € 及 纤维 范畴 p:5 一 C. MG 为 又 之 充分 
必要 条 件 是 : 选 定 位 形 € 的 任 一 履 盖 多 = {fi :Ui 一 Uhier, 则 由 法 
N] “X E€ Gu — X 的 典范 下 降 资 料 ” 所 决定 的 函 子 


Sv — DD() 


RDF Ft. 

定义 4.15 HKR C RAFE E 上 的 到 组 成 一 个 2- 范 
畴 (2-category of stacks): 

(1) 此 范畴 之 对 象 是 CE LHD: G> E; 

(2) 此 范畴 之 1- 态 射 (6,p) 一 (6, p') 为 满足 以 下 条 件 的 函 子 G : 
6 一 6‘:(ijp o G =p, (ii)G 映 强 卡 氏 态 射 为 强 卡 氏 态 射 ( 见 第 1 章 ); 

(3) 此 范畴 之 2- 态 射 为 自然 变换 t+: GH, 其 中 G,H:(6,p) 一 
(6€, p^) 并 且 对 任意 ZE Obj 6 有 p(ts) = idp). 


4.5.2 BAR 


B—-MEMANE-ARH AY, Wem A SRE 
(groupoid) ( 见 [LCZ 06] 代数 群 引 论 , 第 二 篇 第 一 章 1.9.4 小 节 ). 
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若 纤维 范畴 p : 6 一 上 之 所 有 纤维 Gy, U € Obj C WARM, N 
TK 6 为 CE 上 之 群 胚 纤维 范畴 (category fibred in groupoids). 

引 理 4.10” 设 有 男子 p:S 一 C. 则 6 3 € Ez SUE I GS 
的 充分 必要 条 件 是 : 

(1) 对 于 € 中 的 任 一 态 射 f:V 一 U 和 6 中 的 任 一 对 象 x 使 得 
p(x) =U, BAS PH o: y> x RF DO) = f; 

(2) SFH—-MEH 0:y OP TAY: 2 > x 和 任 一 态 射 f: 
p(z) 一 ply) 14 plo) o f = p(v), 存在 f ME-HRH YX: zy 使 
ff óox-— v. 

如 下 图 表 所 示 : 


[S 
/ 
/ 
7 
© 


X «X & 
y E en T 
p(z) 
b 
p(y)  ,p(z) 
p(9) 


定义 4.16 RAH E. ZLE ijp M (stack in groupoids) 
AE 上 的 一 个 范畴 6,p:6 €, RF: 

(1) p: G — €E XC LAMHA TE i69; 
对 于 所 有 的 U € Obj € 和 所 有 的 x,y € Obj Gu, MZ Isom(z, y) 是 位 
形 C/U 上 的 层 ; 

(2) 对 于 EC 中 的 所 有 改 盖 V = {Ui; >U} AF Y 的 所 有 的 下 降 
资料 (Zi, 9i;) MAA RH. 

设 S 是 一 个 概 形 . S 上 的 仿 射 概 性 范畴 记 为 (45). Œ (AFS) 
ERY étale 拓扑 . 

称 位 形 (Aff/S) 上 的 群 胚 纤维 范畴 为 5- 群 胚 (S-groupoid). 
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RA S-HEHR a: X — (AFS) Æ U S e (Aff/S), W) 27 EU 
上 的 纤维 记 为 Zu = X (U). 
定义 (Aff/S) 上 的 预 层 Isom(z, y) 如 下 : 
Isom(z, y): (Aff/U) — Sets, 
(V ^ U) 5 Homa, (zv; yv), 


其 中 zy € 2y Ær EVU 下 的 拉 回 , yy 类 似 . 

定义 4.17 ” 称 一 个 位 形 (4f/5) LARRA S-B (S-stack). 

设 X 是 (4f/5) 上 的 一 个 预 层 . 与 X 相关 联 有 如 下 的 S- 亚 群 X: 
对 于 Ue Obj (Aff/S), & Obj Zy = X(U), HORNER 2 HAH 
都 是 恒 同 态 射 (特别 地 , 如 果 zy € Obj Zu, z Z y, 则 Homa, = 2); 
对 于 (Ag/S) PHRI y: V >U, xe XU) EX 中立 于 wv 之 上 
的 态 射 定义 为 zly = X(p)z > a. 

如 果 X 是 一 个 5S- 代数 空 间 , 则 上 述 的 2 是 S-E. 

Y .2,9 是 两 个 9- 羡 .它们 之 间 的 一 个 态 射 (morphism) f: F 一 
4 是 指使 得 图 表 


F f 


G 


(Aff/S) 
交换 的 函 子 . WR /是 范畴 的 等 价 , 则 说 多 AY 是 同 构 的 (isomor- 
phic). Homs(.7,9) 定义 为 一 个 范畴 , 它 的 对 象 是 F BY 的 态 射 
( 称 为 1- 态 射 (1-morphism)), 它 的 态 射 是 自然 变换 ( 称 为 2- 态 射 (2- 
morphism)). 
定义 4.18 一 个 S- & X^ 称 为 可 表 的 (representable), 如 果 存 在 
一 个 代数 5- 空间 X 和 一 个 S- HH 1- 同 构 : 
X-—, 
一 个 S- 1-43 F: ® Y 称 为 可 表 的 (representable), 如 果 对 
3-£— U € Obj (Aff/S) &1£— y € Obj % (将 y 视 为 由 UU 到 2 的 
S-& 83 1-54), U 和 PRT y fo F VIEEIBARU xy KATH. 
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定义 4.19 一 个 S- X 称 为 代数 年 (algebraic stack), 如 果 

(1) 对 角 线 态 射 和 o X xs AX 是 可 表 的 、 分 离 的 、 拟 紧 的 ; 

(2) 存在 一 个 代数 5- 空 间 X 和 S- 89 1- AH XW, CAA 
射 且 是 光滑 的 . 

AS BNE, 当然 可 以 把 整套 EGA, SGA MBB. 这 个 工作 
几乎 做 完了 .从 学 习 来 看 可 能 最 好 是 看 别人 怎样 用 鳃 论 , 如 [DM 69]， 
[Laf 02] 及 [Ngo 10]. 这 四 位 作者 Deligne, Mumford, Lafforgue, Ngo 都 
QJ Fields €! 近年 盔 论 的 研究 非常 活跃 , 可 看 Columbia University 
在 网 上 的 stack project 及 Harvard Gaitsgory, UC Berkeley Olsson, 中 
BL BEM ABER LE, 还 有 教科 书 [LM 00]. 


#58 Hilbert AT 


希 尔 伯 特 (Hilbert, 1862—1943 F), 德国 数学 家 , 是 20 HARA 
影响 力 的 数学 家 之 一 . 他 于 1900 年 , 在 巴黎 的 国际 数学 家 大 会 上 提出 
23 个 问题 , 这 些 问 题 成 为 20 世纪 的 数学 研究 的 重要 指导 方向 . 

模 形 式 理 论 中 经 常用 到 两 个 函 子 , BI Hilhert 函 子 和 Picard 函 子 . 
Grothendieck ( 见 参 考 文献 Grothendieck [Gro56] FGA 221, 232) 讨论 
了 这 两 个 函 子 的 性 质 . Mumford ( 见 参考 文献 Mumford [Mum 66]) 提 
出 了 一 些 补充 和 简化 . 现今 人 们 一 般 都 引用 Altman 及 Kleimam ( 见 
参考 文献 Altman 和 Kleimam [AK 79], [AK 80]) 的 论述 . 

固定 一 个 概 形 S. RARE X/S 及 一 个 有 理 系数 的 一 元 多 项 式 
P, 则 相应 于 X/S Al P 的 Hilhert 函 子 (Hilhert functor) 定义 为 


Jfilbk,s: (Sch/S)°P? — Sets, 
Z i r V 一 2 为 平坦 固有 态 射 ， 
Oy 的 Hilhert 多 项 式 为 P 


(Hilbert 多 项 式 的 定义 见 5.1.3 小 节 ). 关于 Hilhert 函 子 的 基本 结果 是 : 
定理 5.1 # X/S 为 射影 概 形 , P 为 有 理 系数 多 项 式 , 则 函 子 
Hilbk js 可 由 射影 概 形 Hilbx/js > S dem. 
我 们 将 在 本 章 最 后 给 出 这 里 的 Hilb%js 的 解释 和 此 定理 的 证 明 . 
Hironaka 给 出 过 反例 , 指出 在 定理 5.1 中 至 少 要 求 X 一 S 是 拟 射 
影 的 , 才能 保证 结论 成 立 . Altman 及 Kleimam 所 证 的 定理 比 定理 5.1 
略 强 , 请 读者 参考 他 们 的 文章 . 在 这 里 我 们 按照 Mumford ( 见 参 考 文献 
Mumford [Mum 66]) 考虑 最 简单 的 射影 态 射 


VAX xs 2Z 的 子 概 形 ， | 


X-2P'"x;S8S 


的 情形 (参见 参考 文献 Hartshorne [AG], II, 84 EX Grothendieck 和 
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Dieudonné [EGA II], 5.5, 第 104 页 ). 
我 们 常 称 概 形 V 的 结构 层 Ov 的 Hilbert 多 项 式 为 V 的 Hilbert 
多 项 式 . 我 们 亦 定义 函 子 
Hilbx)g : (Sch/S)?PP — Sets, 
Zw fv 
E 2 为 连通 概 形 , 则 有 无 交 并 


Hilti s(2) = = Hilbx)s(Z). 


VAX xs VN FRE, | 
V — 2 为 平坦 固有 态 射 | 


§5.1 Hilbert 多 项 式 


5.1.1 “射影 空间 

p: oo 

R= B Ra 
d=0 
AUS 1 的 交换 分 次 环 . 对 于 任 一 Js Ra(d > 0), 以 (Rijo 记分 式 环 Rj 
的 零 次 元 所 组 成 的 子 环 . > 
Us = {p| pA R 的 齐 次 素 理想 ,，f d p) (= Spec (Ry)o). 
则 
(U; | f € Ra, d > 0} 


组 成 X = Proj R 的 拓扑 基 ( 见 参考 文献 Hartshorne [AG], IL, 命题 
2.5). 
对 于 任 一 正 整数 n, 令 


R(n)a = Ratn, R(n) = QD Rn) 
d=0 


以 Cx (n) 记 由 R(n) 所 决定 的 Cx- 模 . 又 常 将 Ox(n) WWA O(n) (A 
参考 文献 Hartshorne [AG], II, 命题 5.12). 
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5.1.2 nm 
现在 设 对 于 任 一 n > 0, Rn 作为 Ro- 模 是 由 
生成 的 . 则 有 


(1) V 2 (U;j| f € Ri} 为 和 X= Proj R HAA. 

(2) 对 于 任意 的 f, g € Ri, BH f/g 在 Up nU, Ew. F 
是 定义 了 H(4,6x)"BI—T275xX, 从 而 决定 了 x 上 的 一 个 可 逆 层 
(invertible sheaf). 此 层 即 是 上 述 的 6(1). 

(3) TXE 6(1)84 h ÄV, Ox) 的 上 闭 链 (f/9)! 所 决定 . FER 
f € Ri, h € Ra, WW h/f* € Ox(Uy). E h/g* = (f/g)* -h/ f^ 4n: 可 将 
h/f 35 U(X, 6(1)92) 的 元 素 olh). 这 就 给 出 同 构 : 


p: Ra— T(X, 6(1)84). 


分 次 环 的 最 基本 的 例子 当然 是 多 项 式 环 R= Z[Xo,… ,Xn]. 我 们 
称 单项 式 Xdexdh... Xd» 的 权 (weight) 为 do 二 di 二 十 加 以 Ra 
WAA d 的 单项 式 的 ZZ 线性 组 合 所 组 成 的 交换 群 , 则 


R=@ Ra. 
d=0 
以 P2 Ek P" id Proj Z[Xo,---, Xn]. > 
Ui = ((Xo, Xi, Xn) € P” | Xi z 0). 6; = €x |u,. 
W (U;| 0< icn) A P" BF. 用 同 构 
mij: Oju;nv; > Giluinu; 
X;m 
Fx) f 
把 6; 和 6; 在 U; nU; LAGER, 便 得 到 上 小 节 的 可 逆 层 6 (m), w 


为 6p. (m) (又 称 OO) 为 超 平面 从 (hyperplane bundle). 见 参 考 文献 
Griffiths 和 Harris [GH 78], 第 145 页 ). 
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对 于 任 一 概 形 S, 以 r 记 投射 P" xz S 一 P^. 我 们 亦 以 6(1) id 
n* (Opr (1). Æ F AP” xz S 上 的 凝聚 层 , 则 记 
4 (m) = F omys (6(1)97). 
5.1.3 Hilbert 多 项 式 
对 于 交换 环 A, 我 们 以 P% W P" xz Spec A. 
设 是 一 个 域 . Serre 证 明了 : HF A Pr 上 的 凝聚 层 , 则 


3 (71)! dim, H’ (Pg, F(m)) 


i=0 
是 一 个 以 m 为 变 元 的 有 理 系 数 多 项 式 . 称 此 多 项 式 为 F 的 Hilbert 
多 项 式 (Hilbert polynomial) ( 见 参 考 文 献 Hartshorne [AG], I, §7 和 III, 
85 及 Ex 5.2; Grothendieck 和 Dieudonné [EGA III], 第 1 册 ，2.5.3; 
[EGA III], 第 2 At, 7.9; [EGA IV], 第 2 册 , 5.3). 


5.1.4 平坦 凝聚 层 的 Hilbert 多 项 式 
现在 设 S 为 Noether HUE, F 为 P" xz S 上 的 凝聚 层 ， 


t: 了 ”xz9 一 9 


ABH. WW 多 在 S 上 平坦 当 且 仅 当 存在 整数 mo, 使 得 当 m > mo 时 
有 m. (7 (m)) 是 局 部 自由 层 ( 见 参考 文献 Mumford [Mum 66], 第 7 Jf, 
推论 3). 设 s € S, Oss 为 层 Os 在 s WHIZ, k(s) 为 Oss 的 剩余 域 . 
则 Spec «(s) 的 唯一 的 点 映射 到 se S 以 及 Oss A kls) 的 典范 同 态 
给 出 了 态 射 : 

is: Spec K(s) > S. 
m TE s 处 的 纤维 Pr 由 和 i, 的 纤维 积 决定 : 


pr— >P gg 


| | 


Spec «(s) — Fe 
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以 多, id jt Fo. 则 可 以 定义 F, BU Hilbert 多 项 式 . 事实 上 , 可 以 证 
明 : E 多 是 平坦 的 凝聚 层 , 则 : 

(1) 存在 正 整 数 mo, 使 得 对 于 所 有 的 m > mo, v. (Z (m)) 为 局 部 
B BE; 

(2) Fs 的 Hilbert 多 项 式 是 局 部 恒 等 的 , BI: 对 于 任意 的 se S, 
存在 s 的 邻 域 U, 使 得 对 于 任意 的 50,51 € U, Fy, HY Hilbert 多 项 
式 与 Fea 的 Hilbert 多 项 式 缘 相等 ( 见 参考 文献 Mumford [Mum 66], 
第 7 讲 , 推论 3; Hartshorne [AG], III, 89, 定理 9.9; Grothendieck 和 
Dieudonné [EGA IIIJ, 第 2 册 , 7.9.1.); 

(3) Æ Riz,(.Z2) = 0 对 所 有 的 i > do R, 则 对 于 i > io, s€ S, 
VA HP.) = 0; 

(4) 设 EAS 上 的 凝聚 层 及 o: 8 一 n. 为 同 态 . 车 对 于 任 一 
s E€ S, ps: &&k(s) ^ H9(Pz,.2,) 为 同 构 , W vo ARH, 并 且 8 为 局 
部 自由 层 ( 见 参考 文献 Mumford [Mum 66], 第 7 讲 , 推论 3). 

5.1.5” 极 丰 层 与 Hilbert 多 项 式 

WS: XY ABUUS SS. 我 们 称 x 上 的 可 逆 层 v A 
对 于 Y) 极 丰 的 (very ample) (或 说 f- 极 丰 ), 如 果 存 在 浸入 i: Xo 
P" xz Y, 使 得 

i'(60)) ZL 
( 见 参考 文献 Hartshorne [AG], II, 85, 第 120 页 ; Grothendieck 和 Dieud- 
onné [EGA II], 4.4.2). 对 于 射影 态 射 f: X 5 Y, BEX, f 可 分 解 为 


Xp xz Y. 


从 而 可 选 定 x 上 的 极 丰 可 逆 层 , WZA 6(1). HF 为 凝聚 Ox- 模 ， 
则 以 ¥(m) id F @ 6(1)9. 

MER Y 是 连通 的 且 多 EY 上 是 平坦 的 , 则 

(1) 34 m x» 0 时, f..Z (m) 是 局 部 自由 层 ; 

(2) 存在 有 理 系数 的 多 项 式 P(m), 使 得 对 于 m > 0, P(m) = 
fu (m) WAR. 
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我 们 称 此 P(m) A F 的 Hilbert 多 项 式 (Hilbert polynomial). 
考虑 广泛 一 些 的 情形 . 设 


f= 


为 概 形 的 拟 射影 态 射 . 固定 X 上 的 极 丰 层 6(1). 设 6x- 模 多 RAR 
展示 的 (finitely presented) 并 且 具 有 固有 支 集 (proper support). 则 对 
F s € S Ẹ Hilbert 多 项 式 Pz, (t) € Q[t] (MBAMM Grothendieck 和 
Dieudonné [EGA IIIJ, 第 1 Af, 2.5.3). 对 于 n € Z, Pg, (n) 等 于 Z(n) 
在 纤维 X, LH] Euler 示 性 数 


x(Z(n)) = 》 dim, H’ (Xs, Fs(n)). 


i=0 
85.2. m- 正 则 性 


5.2.1 Noether 模 的 支 集 和 相伴 素 理想 


Xt RW Noether 环 , M 为 有 限 生 成 R-X. M 的 支 集 (support) 
Supp M 是 指 由 满足 条 件 M, 4 0 的 素 理想 p(e Spec R) 所 组 成 的 集 
合 . Ak, p € Supp M 当 且 仅 当 存在 m € M, 使 得 零 化 子 Ann(m) C p. 

称 环 R 的 素 理想 p 为 R- 模 M 的 相伴 素 理想 (associated prime 
ideal), 如 果 存 在 m € M, 使 得 Ann(m) =p. 以 Ass M id M 的 相伴 素 
理想 所 组 成 的 集合 . 显然 


Ass M C Supp M. 


可 以 证 明 : Supp M 等 于 Ass M 的 闭 包 (YE Spec R 的 Zariski 拓扑 
T). 事实 上 , 设 q A R 的 素 理 想 , EA 0 m e M, RR HBB I Eq, 
EE I-m 20 R VI =q, Wl qc Ass M. 

以 上 的 内 容 可 参看 交换 代数 的 教科 书 (例如 , 参考 文献 Bourbaki 
[Bou 61], 第 4 章 ; Matsumura [1]; 3758) [Fen 86], 第 四 章 ; 李 克 正 [Li 
99], 第 五 章 ). 


85.2 mm- 正则 性 145 


5.2.0 有限 集 A(7) 


设 X X Noether BUE, F AX 上 的 凝聚 层 . 我 们 引入 如 下 的 定 
X. ( 见 参考 文献 Mumford [Mum 66], 第 7 讲 , 82): 


30zse.Z, 及 理想 JIC On, | 
使 得 T.s=0 及 vT= 6, 的 极 大 理想 | 


由 Ass M 是 有 限 集 知 , AF) 为 有 限 集 . 
5.2.3 ”m- 正 则 性 


tz A JJ Noether #, X = P} = Proj A[Xo,---, X4], F AX EN 
凝聚 层 . 则 : 
(1) (Grothendieck) 对 于 所 有 的 i> n 和 所 有 的 m, 有 


H’ (X, F (m)) = 0; 


(2) (Serre) F 决定 一 整数 mo, 使 得 对 于 所 有 的 m > mo, i > 0, 
有 H'(X,.Z(m)) = 0, UR F(m) 是 由 H9?(X,.Z(m)) 生成 的 Cx- 模 
( 见 Hartshorne [AG], III, 82, 定理 2.7; III, 85, 定理 5.2). 

我 们 称 P^ = Proj Z[Xo, ---, Xn] 上 的 一 个 凝聚 层 F 为 m- 正 则 的 
(m-regular), 如 果 对 于 所 有 的 i > 0, 有 H'(P^,.Z(m —i) = 0 ( 见 参考 
文献 Mumford (Mum 66], 第 14 Jf; Grothendieck 等 [SGA6, II, XIII, 
81: (b)-sheaf]). 


un - [ex 


5.2.4 Castelnuvo 命题 

命题 5.2 (Castelnuvo) ik.7 AP" 上 的 mm- 正 则 凝聚 层 . 则 

(1) sk > m, H9(P^,.Z(k — 1)) & H9(P^, 6(1)) 生成 

H°(P", F(k)); 

(2) $F4E—i>0,$k+i>m, 则 Hi(P", F(k)) — 0. 

推论 53 £kom,H 多 (k) 作为 Gen- 模 可 由 H*(P^,.Z(k)) 生 
X. 

我 们 先 证 明 命题 5.2. 
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证 明 X on 用 归纳 法 . Xn — 0, 结论 显然 成 立 . 

首先 证 明 命 题 中 的 结论 (2). 对 于 任 一 给 定 的 F, 取 超 平面 H AE 
B H 5 A(F) 不 相交 (因为 ACE) 是 有 限 集 , 所 以 这 样 的 五 存在 ). 
KH Ec cP" 处 的 局 部 方程 为 f. WHF Fe 的 任 一 相伴 素 理想 p, 
fA 6, fno. BID f 所 定义 的 F, 的 自 同 态 是 单 射 . 因此 , 以 
A (h) 与 下 面 的 正 合 序列 ( 见 参考 文献 Hartshorne [AG], III, $5, 第 227 
页 ; Griffiths 和 Harris [GH 78], 第 134 和 177 页 ) 作 张 量 积 


0—> Cp. (— H) — Opn — Og — 0 
(其 中 Opn (—H) S 6p. (- 1), 便 得 到 正 合 序列 : 
0 —> F(k - 1) —— F (k) — ¥u(h) — 0, 
其 中 Fylh) = F ® Oy 9 00. 由 此 可 得 正 合 序列 
H (F (m= i)) — H'(Fy(m —i)) — HT (Z(m - (i + 1)). 


由 于 多 是 mm- 正则 的 , 所 以 此 序列 的 左 、 右 两 项 为 零 , 因而 中 间 的 项 为 
=. 故 知 H ER Fy 是 m- 正 则 的 . 
现在 考虑 正 合 序列 


H**1CZ (m — (i+ 1))) — HF (m — i)) — H! (£g(m — i)). 


由 多 的 m- 正 则 性 知 , 第 一 项 为 零 . 关于 第 三 项 , 上面 已 证 Fy 是 m- 正 

则 的 . 因为 H S Pn 一 1, 故 可 对 五 用 归纳 假设 , 即 知 第 三 项 为 零 . 从 

而 第 二 项 HHF ((m+1)—(i+1))) = 0. 这 就 是 说 Zu 是 (m 十 1)- 正 则 

的 . 继续 作 下 去 , 知 Fy 是 (mj) -正则 的 (Y7 > 0). 于 是 (2) 得 证 . 
再 证 结论 (1). 只 要 证 明 


H (F (k — 1)) & H? (pr (1)) — H°(F(k)) 


是 满 射 . 取 超 平面 H 如 前 . 考虑 交换 图 表 
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H*(Z(k—1)  , H?(Zg(k-—1)) 
@H°(Opn(1)) @H°(@x(1)) 


H*( (k — 1)) ——- H*(£ (k)) ————- H°(Fu(k)) 
此 图 表 上 行 中 的 o 是 下 述 正 合 序列 中 的 一 个 映射 
H*( ...) HFH:) — H*(£(k — 2)) & H°(Opn(1)), 


而 H9(.Z(k —2)) = 0, Mo 为 满 射 ; 又 H 2 P^, 由 归纳 假设 , wz 是 
满 射 . 所 以 


v(Img 4) = H?(Zg(K)). 
注意 到 
Ker v = H?(.Z (k — 1)), 
即 知 H9CZ(k)) 由 img p 和 n(H9CZ(k — 1))) ÆR. MER h € 
H°(P", 65.(1)) A H E P^ 内 的 方程 , 则 
n(H9?(£(k — 1))) =h & H*(Z(k — 1)) C Img y. 
这 就 证 明了 / 是 满 射 . 口 
下 面 证 明 推论 5.3. 
证 了 明 Rorer. 固定 一 个 同 构 Gpn(1); X Opn ic. 在 此 同 构 下 
可 以 把 Gpn(k — m)z 看 成 Cp, 以 及 把 多 (k)s 看 成 FM) FÆ 
及 0(CGpn(k — m)) ERA 6, 的 子 空间 . 但 由 Serre 定理 及 命题 5.2 中 
的 结论 (1) 知 : Æ k> 0, 则 Gp. EZ (k) 由 
H? (F (m)) & H” (6p (k — m)) 
生成 , 所 以 H9(Z(m) & 6.) 生成 Z(m),, IE Cen- 模 (m) 由 
H9(.Z (m)) ÆR. 口 


5.2.5 Mumford 定理 


关于 下 述 的 定理 可 以 参见 参考 文献 Mumford [Mum 66], 第 14 讲 ; 
Grothendieck 等 [SGA 6, XIII, §1] 以 及 Mumford, Abelian varieties, 
Oxford, §5. 
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定理 5.4 (Mumford) ”对 于 任意 的 n> 0, 存在 有 理 系 数 多 项 式 
Pn (Xo,:::, Xn) 


满足 以 下 条 件 : SIA Gpn 的 凝聚 理想 层 , 其 Euler 示 性 数 可 写成 
x(F(m)) = Ya; ( 
0 


í 


则 F 为 pn(4a0,…,an)- 正 则 的 . 

证 明 ”对 n 用 归纳 法 . 当 = 0 时 结论 成 立 . 

对 于 给 定 的 S, 以 Z 记 由 .4 决定 的 PTR. 取 超 平面 H 
使 得 H 与 A(6z) 不 相交 . 设 h e H9?(P^, Gpn(1)) 为 H 的 整体 方程 . 
如 前 面 Castelnuvo 命题 证 明 中 一 样 , 我 们 有 正 合 序列 

o= Fin = (5.1) 
其 中 Sy = (Jy 8 6g)(m 1). 

现在 取 ze P^, 设 f AHE zr 处 的 局 部 方程 .由 2 的 定义 ,有 

正 合 序列 

0 — I, —— Op, a ——> za 一 0 
( 见 参 考 文献 Hartshorne [AG], II, 85, 第 115 和 119 页 . 对 于 空间 X 的 
E 多 MG, 定义 Tor(.2,9) = H (9 &5, 4) (i > 0), Toro. 7,9) = 
F Se, 4. 见 参考 文献 Griffiths 和 Harris [GH 78], 第 5 3€, 83, 第 684 
和 694 页 ; Godement [God 73], I, 5.3). 此 正 合 序列 在 关于 6,/f6. 的 
Tor 函 子 下 导致 长 正 合 序列 


—— Toro(€./ f Oz, Fr) 一 > Toro(€/ f €», OP,,z) —> 
Pua Ou: 
其 中 6,/f6, = Ouse. BT H 5 AGz 不 相交 , Wf 不 是 Oz. FE 
意 非 零 元 素 的 零 因 子 . 从 而 
Torl(C-/JC,C6zr)=0 
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(RMA RB, rce R 不 是 零 因 子 , 则 
Ton(R/(z), M) = (m € M| zm = 0). 
见 参 考 文献 李 克 正 [Li 99], XIII, 5). 这 样 即 知 , Sy 是 Cr 的 理想 层 . 
由 正 合 序列 (5.1) 可 得 


Xn (m + 1)) = x( (m + 1)) 7 x(Z(m)) 


-人 


由 于 Ju 是 Op 的 理想 层 , UR H m Pi, 由 归纳 假设 知 ,存在 
由 n 一 1 决定 的 多 项 式 G, 使 得 Jy Æ G(a1,a2,…,an)- 正 则 的 . W 
G(ai,az ,an) A mi. 由 Castelnuvo 命题 知 : Hi>O0 A m+14+i> 
mi, 则 H'(.Zg (m 十 1)) = 0. 于 是 , 从 (5.1) 得 出 的 长 正 合 序列 告诉 我 
们 : 
(1) # m2 m; — 2, 则 下 面 序列 正 合 : 
0— H*(.Z(m)) — H9?CZ(m -1)) 2> H9(.g (m 4-1) 
— H(J(m)) — H!(.Z(m-4-1) — 0. (5.2) 
(2) 车 i > 2, mèm —- 1, 则 下 面 序列 正 合 : 
0 — H'(.Z(m)) — H*(.Z(m -- 1)) — 0. (5.3) 


根据 Serre 定理 , 存在 (充分 大 的 ) mo, 使 得 对 于 所 有 的 i > 0, 


m > mo, 都 有 
H(.(m)) — 0. 


由 正 合 序列 (5.3) 知 : i22, m 2 m; - 1, 则 


Hi(.S(m)) & H(.Z (m 4-1). 
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即 有 
(3) 4 i > 2, m' > 0, 则 


H'(.£ (m +m, — i)) = 0. (5.4) 
由 正 合 序列 (5.2) 4: 
(4) 8 m 12 mi 一 1, 则 pm+i 为 满 射 或 
dim H!(.7 (m + 1)) < dim H! (2 (m)). 
这 意味 着 , 存在 m > mi, 使 得 pm 为 满 射 . 观察 下 面 的 交换 图 表 : 


H(A(m2)) & H? (Orn (1)) ——> H?(.7 (ma + 1)) 


ol| | 


H9 (.Zg (ma)) & H? (Ou (1)) ——- H9 (Zu (ma + 1)) 
因为 Jy 是 ri- 正则 的 , 由 Castelnuvo 命题 知 此 图 表 的 下 行 是 满 射 ， 
从 而 pmi 是 满 射 . 这 样 我 们 得 到 结论 : F om, A, 则 对 于 所 有 的 
m 2 ma, pm BAW. 因此 , Æ m > m4 — 1, Jl] m 5 dim H! (.Z (m)) 
是 严格 递减 至 零 的 函数 . 于 是 , E 
m! = dim H1 (.Z (m, — 1)), 


则 
H(I (mi — 14 m) = 0. 


加 之 上 述 的 结论 (3), 即 知 S 是 (m + mi)- 正 则 的 . 
由 于 4 O 的 理想 层 , 所 以 
m' = dim H°(.¥(m — 1)) — x(Z(m — 1)) 
< dim H? (Opn (m, — 1)) — 2% pu ) 


= F(do,*++,@n;™1), 
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其 中 m = Gla, an) 如 前 , F 是 多 项 式 . 这 就 证 明了 : 
I FE (G(ai,---,a4) + Flao,- , an; Glai,- ,a4)))-1IEWUJBS. 


5.2.6 Castelnuvo-Mumford 定理 


我 们 把 Castelnuvo 和 Mumford 的 结果 合 写 成 下 面 的 定理 : 

定理 5.5 ”对 于 任 一 有 理 系数 多 项 式 P, 存在 具有 以 下 性 质 的 整 
AK N(P)y: 若 正 为 域 上 的 射影 空间 , 且 有 子 层 FS C Op P A Hilbert 
多 项 式 , 则 对 于 任意 的 n>N(P), 有 

(1) H*(P,.7(n)) 20 (Vi2 1) 

(2) .Z(n) 由 整体 截面 所 生成 

(3) H*(P,.7 (n)) ® H*(P, 6(1)) > HP, 9 (n 4- 1)) ARA. 
5.2.7 “平坦 化 阶层 


在 本 节余 下 的 部 分 我 们 研究 以 下 的 问题 : 设 S 为 Noether ME, 
F 为 P" xzS 上 的 凝聚 层 . SSH g: 了 一 SR (1x go) FETE 
平坦 , 问 : T 有 何 性 质 ? 为 解决 此 问题 , 我 们 引入 以 下 的 术语 : 称 5 的 
局 部 闭 子 概 形 51,…, Sm 把 S 分 为 阶层 (stratum), WR S 的 任 一 点 
只 属于 其 中 的 一 个 5;. 

定理 5.6 S 可 以 分 解 为 满足 下 述 条 件 的 阶层 51,…, Sm: 对 于 
任 一 Noether 概 形 T 以 及 任 一 态 射 g: 了 一 9,(1xgj* 多 在 了 上 平 
坦 当 且 仅 当 9 可 分 解 为 

T Is — S. 
i=l 

这 时 我 们 称 S1, Sm AF 的 平坦 化 阶层 (fattening strata). 

为 证 明 此 定理 , 我 们 应 用 需要 以 下 两 小 节 中 的 引 理 . 


5.2.8 ”一 个 引 理 


引 理 5.7 ik A A Noether 环 , B. 为 有 限 生 成 ARK M 为 有 
限 生 成 B- 模 . 则 存在 a © A 使 得 
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是 自由 4 |:]- 模 . 
证 明 ”由 已 知 条 件 知 M 有 B- 模 合成 列 


0=MoCM CM2C:..CM,=M, 


其 合成 因子 Mi41/M; € B/P: (m; 为 B 的 某 素 理想 ) ( 见 参考 文献 
Bourbaki [Bou 61], 第 4 Æ, 8 1.4). 另 一 方面 , 如 果 有 B- 模 正 合 序列 


局 下 


Hp [+ 是 自由 4 |[:]- 模 , N [1] 是 自由 A [2], 则 M [4] 是 自 
由 Afal. 所 以 只 要 对 于 B/P: 证 明 本 引 理 即 可 . 

由 上 所 述 , 我 们 可 设 M = B H B 是 整 环 (integral domain), LA K 
id A 的 分 式 域 (field of fractions), L id B 的 分 式 域 . 我 们 对 于 L/k 的 
超越 次 数 n 作 归 纳 证 明 . 

根据 Noether 正规 化 引 理 (Normalization lemma) ( 见 参考 文献 
Matsumura [Mat 86], 833, 引 理 2), 存在 bi,---,bn € B, 使 得 B@a K 
是 多 项 式 环 K[bi,---bn] 上 的 整 扩张 (integral extension). 由 于 B 在 
Klb1,…,bn] 上 的 一 组 生成 元 满足 的 代数 关系 中 的 系数 只 有 有 限 多 个 ， 
WIFE a € A, 使 得 B[1] 为 A[1][b, bn] 的 整 扩张 . 因此 B [1] 
是 有 限 生成 4 [4] [bi +++, bn. EFE c1,…,cm € B[1], 使 得 
01,77, cs 生成 自由 A [1] bi, bn), 即 有 正 合 序列 


o— af] prie — g [3] — o — o, 
其 中 商 模 D 为 捏 模 因为 4 [2] Du bnl" 是 自由 A (2-88, 故 只 要 


对 于 D 证 明 本 引 理 即 可 . 此 时 , 以 D 的 合成 因子 代替 D, 则 所 得 的 相 
应 于 工 的 扩张 的 超越 次 数 小 于 n. 口 
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5.2.9 “又 一 个 引 理 


引 理 5.8 ik f: X 5 Y X Noether 概 形 的 有 限 型 态 射 , 其 中 
Y 是 不 可 约 的 . 又 设 多 AX 上 的 凝聚 层 . 则 存在 了 中 的 非 空 开 子 集 
U, 使 得 FITU) AU 上 平坦 . 

证 明 ”我 们 可 以 假设 Y 是 仿 射 概 形 : Y = Spec A. 因为 f EAR 
型 的 , 所 以 X 可 由 有 限 个 仿 射 概 形 V; 所 覆盖 . 因此 只 要 为 每 一 个 V, 
找到 一 个 满足 引 理 要 求 的 U 即 可 . 于 是 可 假设 X = Spec B. 这 时 F 
来 自 一 个 B- 模 M. 这 样 , 本 引 理 可 由 引 理 5.7 推出 . 口 


5.2.10 ”定理 5.6 的 证 明 


证 明 (1) 先 考虑 n = 0 的 情形 . 这 时 FES 上 的 凝聚 层 . 于 是 
g'(Z) 在 了 上 平坦 当 且 仅 当 (F) ET 上 局 部 自由 . 对 于 ses, X 


e(s) = dimk(s)(. 多 。@e。 k(s)). 


暂时 固定 s 并 以 e 记 e(s)， 取 a, ae € Fs 使 其 像 为 向 量 空间 
Fo, k(s) 的 基 . 取 s 的 开 邻 域 Us 使 得 a; € .Z(U1) (i =1,---,€). 用 
a; 定义 U, 上 的 同 态 

OLF. 


因为 {a; | i = 1 ,e} 生成 Fs Ge, k(s), 由 Nakayama 引 理 即 知 ， 
(ai | i 2 1,.…,e} 生成 多. 因此 存在 s 的 开 邻 域 VU。 CU 使 得 上 述 同 
S v 为 满 同 态 . HER 存在 s 的 开 邻 域 Us C Uo, 使 得 Ker(p) 由 它 在 
Us 上 的 截面 生成 . 于 是 在 Us 上 有 正 合 序列 


d= 
我 们 把 这 个 Us WA Us. 
从 以 上 的 构造 知 , ÆU, EF Hel) 个 截面 生成 . 因此 , 4 8’ € U,, 
则 
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这 就 是 说 e 是 上 半 连 续 函 数 (upper semi-continuous function). ATL 
集合 Ze := {s € S | e(s) =e} 是 局 部 闭 集 ， 此 外 , Xp s e Us, 则 
e(s') = e(s) HAMS po 是 同 构 , 即 


we: k(s')! — k(s)° 


EFAS. v 相当 于 左 乘 一 个 ex | 的 矩阵 , 此 和 矩阵 中 的 元 素 wj 是 Us 
上 的 函数 . 将 所 有 vu; 生成 的 理想 所 决定 的 Us 的 闭 子 概 形 记 为 Ys, 则 
Y, 以 Z, nU, AME. 

断言 [BÆ T Ñ Noether MB, g: T — U, 为 态 射 . 则 gF 是 
秩 为 e = els) 的 局 部 自由 层 当 且 仅 当 9 有 分 解 : 


NP 


事实 上 , g 有 如 上 的 分 解 的 充分 必要 条 件 是 函数 g* (v5) YE T E 
FTF. 但 在 7 上 有 正 合 序列 


T 


Us 


6l. 9 (v) 65. C FF 0, 


所 以 上 面 的 充分 必要 条 件 即 %(p) 是 同 构 . gly) 是 同 构 当然 意味 着 
9*7 是 秩 e 的 局 部 自由 层 . 反之 , Kg F 是 秩 e HAMA. 以 
X id Ker(g*y), Wk ii t € T. 处 的 剩余 域 . 取 张 量 积 , 则 有 正 合 序列 


Tori(g*.Z,k) — X & k — kf — g*.£ 8 k — 0. 
由 于 g* 多 @k 是 e 维 k- 向 量 空间 , 故 
X Okan. 


再 由 Nakayama 引 理 即 知 .% 在 上 的 某 个 邻 域 上 等 于 零 . 由 于 t 是 任 
取 的 , 所 以 X 处 处 等 于 零 , 于 是 g* (o) 是 同 构 . 这 就 证 明了 我 们 的 断 


hill 
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YER: 在 Z。 Nn Us 的 任 一 点 的 邻 域 上 , 子 概 形 Y, 是 由 上 述 断 言 
中 所 述 的 性 质 所 决定 的 ， 所 以 对 于 Ze 中 的 任意 两 点 s! 和 52, HR 
Us, n Us。 中 的 两 个 概 形 Yo, RI Yo UAE. 这 就 容许 我 们 把 概 形 Y. 
MARK, 使 得 局 部 闭 子 集 Ze 成 为 子 概 形 ! 我 们 把 Ze BRA Ye. 上 
述 断 言 告诉 我 们 : {Y} 为 多 的 平坦 化 阶层 , 并 且 F @es Oy, BH e 
的 局 部 自由 层 . n = 0 的 情形 证 毕 . 

(2) 我 们 继续 定理 5.6 的 证 明 . Mi F 是 P"x S 上 的 凝聚 层 
(n > 0). U p 记 投 射 P^ x S 5 S. WHF ses, 以 Pt 记 纤 维 p-1(s)， 
Fs 记 多 | & Sm = p. (Z(m)). BAA 


g: TS, 


则 有 交换 图 表 : 


由 于 S 的 闭 子 集 满足 降 链 条 件 , 再 加 上 引 理 5.8, 即 知 : 在 S A 
在 有 限 个 局 部 闭 子 集 Ys, Yr 使 得 


k 
S= |] F 
i=1 


HEE Y, 上 取 它 的 约 化 概 形 结构 , 则 F oo. Oy, 在 Y; 上 平坦 . 
断言 (F) 存在 具有 以 下 性 质 的 整数 mo: 若 m 2 mo, 则 对 于 所 
AW ses, 
H'(P^,.Z.(m)) 20 (Vi 0) 
H H9(P^, Z,(m)) & An Q k(s). 
(Z) 以 P(Z,) id Fs 的 Hilbert 多 项 式 , 则 集合 
{P(Fs) |s € S} 


只 有 有 限 个 元 素 (WA Pie, Pr). 
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对 于 上 面 构造 出 的 Y; 应 用 参考 文献 Grothendieck 和 Dieudonné 
[EGA IIIJ, 3.2.1 (或 Hartshorne [AG], III, $8, 定理 8.8) 以 及 [EGA III], 
87 和 [EGA II], 3.5.3 的 结果 , 即 知 断言 (FA) 和 (Z) WH. 

HX mo 如 断言 (F). 设 了 X Noether BE, 


09: 了 一 9 


为 态 射 . 假设 P* 上 的 层 (lpr xg) F ET EFH, Wik 5.1.3 小 节 中 
的 (4), 对 于 m 2 mo, 有 同 构 


9 (Am)  q«(((1 x g)” )(m)), 


并 且 g*( An) ET ARWAH. RZ, 如果 g*(55,) 是 平坦 的 (m > 
mo), 则 由 5.1.3 小 节 知 , (1x g)*-Z ET EFE. 
现 设 有 两 组 阶层 把 S OF: 


s=[ Jj¥%=\ Z 


$ Wi; = Supp(Y;) N Supp(Z;). 以 A, W Y; 的 理想 层 . 则 A, 与 Iz, 
之 和 决定 Wi; 的 概 形 结构 . 于 是 即 知 , {Wi} 把 S 分 为 阶层 . 我 们 将 
{Wij} BA {Yi} 与 {2;} 的 ged (最 大 公约 ). 

根据 n = 0 的 情形 的 讨论 , 我 们 知道 , AE A, 的 平坦 化 阶层 . 多 
的 平坦 化 阶层 应 当 是 m > mo 时 这 些 阶层 的 gcd. 对 此 我 们 作 如 下 的 
证 明 . 

Ws 在 阶层 YS” EAR e 的 自由 层 , Poo Pe 为 断言 (Z) 
中 的 多 项 式 . 考虑 se Yl" 其 中 mo <m < motn. BPH Ff 
Hilbert 多 项 式 . 则 


P;(m) = dimy,s) Sm G k(s) = P;(m). 


但 P; — P; 的 次 数 < n, MA n+1 MR, 因此 P; = Pj. 于 是 我 们 得 到 


Supp( | a Yee) = 11 Supp (Y&))- 


m=mo 
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这 就 容许 我 们 取 局 部 子 概 形 


a= [1 155 
因为 Z 是 一 组 有 固定 支 集 的 局 部 闭 子 概 形 的 下 降 链 的 极限 , 根据 降 链 
条 件 , Zi 是 有 限 个 EUN 的 交 . 显然 , 21,…, Zk 就 是 所 求 的 F 的 平 
坦 化 阶层 . 口 
5.2.11. 平坦 化 分 层 定 理 
从 上 一 小 节 的 讨论 可 以 推出 以 下 的 平坦 化 分 层 定理 . 
定理 5.9 di X/S 是 给 定 的 射影 概 形 , FAX 上 的 凝聚 层 以 
及 PP 是 有 理 系 数 多 项 式 . 则 存在 局 部 闭 子 概 形 
ip H Sp os 
满足 以 下 的 条 件 : 对 于 任 一 态 射 p: ZoS,ZxsX LH BF KZ 
上 平坦 并 以 PP 为 Hilbert 多 项 式 的 充分 必要 条 件 是 : p 可 分 解 为 
p: Z— Sp AP, 
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Grassmann 簇 是 射影 空间 P" 的 推广 , 是 一 类 重要 的 射影 复 . 我 们 
的 处 理 方 法 是 把 Grassmann PLA SIS lA, 然后 把 Hilbert 模 概 
JEZA E] Grassmann f&. 关于 Grassmann 簇 的 经 典 结果 可 参看 参考 
文献 Hodge 和 Pedoe [HP 47], VII, XIV; Griffiths 和 Harris [GH 78] 第 
1 章 和 第 5 章 . 
5.3.1 ”射影 从 的 表示 

d S X Noether BUE, E AS 上 的 有 限 秩 局 部 自由 层 , S(4) 为 
E 的 对 称 代 数 ( 见 参 考 文献 Hartshorne [AG], II, 习题 5.16, 127 页 ). HK 
P(E) = Proj S(4) A & 所 定义 的 射影 空间 从 (projective space bundle), 
或 简称 为 射影 从 (projective bundle) ( 见 参考 文献 Hartshorne [AG], II, 
87, 第 162 页 ; Grothendieck 和 Dieudonné [EGA II], 4.1). 
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对 于 任 一 5- 概 形态 射 f: X 一 了 和 拟 凝 聚 分 次 Cry- 代 数 层 OS, 
有 同 构 
Proj(F*.) S Proj(.7) xy X 


( 见 参考 文献 Grothendieck 和 Dieudonné [EGA II], 3.4). 由 此 可 得 到 
如 下 的 推论 : RA S FANS {Uhe 使 得 
gla: = O37" lv, 
则 
P(£)|u,  P(62*')|y, =P" x U; . 
我 们 像 以 前 一 样 定 义 函 子 : 
hee): (Sch/S)°PP 一 Sets, 
Z + Homs(2,P(E)). 
则 对 于 z — s, 有 双 射 
ee 
其 中 (…) 表示 … 的 同 构 类 ( 见 参考 文献 Grothendieck 和 Dieudonné 
[EGA II], 4.2.3; 本 书 第 二 章 , 第 2 35). 利用 对 偶 空 间 即 得 双 射 
£A Dio AR. ) 
0 一 2 2 (ol)* EES 


hpe)(Z) — | (ee 


取 5 的 仿 射 开 覆盖 {U; = Spec Ai) 使 得 elu, X 687 '\u,. WZ; 
iiZ X s Ui. 考虑 下 图 : 


Zi 
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则 可 看 出 集合 hp(g)(2) 与 以 下 的 集合 一 一 对 应 : 
| | LAME 6z- 模 , sp sn 为 Liz, 
| GS 50 5) | 的 截面 ,使 得 L, = Lean si(Wz € Zi) ) 
( 见 参考 文献 Mumford [Mum 66], 第 31 Wy 
5.3.2 Plücker 坐标 与 9 的 表示 
BANE MBF 9 = Gmn: (Sch/T)opp 一 Sets W F: 


(Fy) AZE TF EN 
a AA NE ia >) 


多 为 Z 上 秩 为 m 的 局 部 自由 层 ， 
Soe, Sn € I(Z,.Z) 使 得 vze2 


TASAN 
j=0 


其 中 OBS x Z = (q 6s)? (gq 为 Z/S 的 定义 中 的 态 射 v: Z 5 sS). 
引入 Plücker 坐标 ( 见 参考 文献 Hodge 和 Pedoe [HP 47], 第 1 卷 ， 
VII, §2, 第 288 页 ; 陈省身 , 陈 维 桓 [CC 83], 第 二 章 , 83, 第 62 页 ): 


Di = AANE A Si 0xcic-xàin. 


则 得 函 子 态 射 


F G 一 一 pN 
G(Z) 一 一 PN(Z) 
山 山 


(F : 50， Sn) 一 一 (N F : CERE eiii s * 9s 


JdUBNY124((,2-,44)|0€ü«i <- < im n). 经 典 的 
结果 是 ( 见 参考 文献 Hodge 和 Pedoe [HP 47], 第 1 卷 , VII, 86, (2), 第 
310 页 及 定理 IL, 第 312 页 ) pi, i, 满足 以 下 二 次 关系 式 : 

m+1 


l 
(*) y ESL E Boe 
l=1 


= 0, 


JIm+1 
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FOP iiiz, is A 0 En PER m—-1 SEAR, 51,7, 
my 为 0 Bn 中 任意 mm 十 1 个 互 不 相同 的 整数 . 

KT 9 的 2- 值 点 y Egl) 是 满 态 射 

Ont! *, F — 0.. 

可 以 证 明 Ker o RE v 的 同 构 类 . 更 进一步 , 因为 Ker y 是 一 个 固定 
的 层 OF KTE, 所 以 如 果 我 们 能 够 局 部 地 决定 Ker o, 便 能 整体 地 
决定 Ker. 这 就 是 说 , 对 于 y e P"(2), 为 了 构造 一 个 we 9(2), 使 
得 Flo) = v, 只 需要 找到 Z B— 77198 18. (Ui) ier 并 在 U; 上 构造 p 
即 可 . 

设 e0,…,en 为 ORT 的 标准 基 , p € 9(2), F(p) =v. W y KA 
标 Pain FO 的 充分 必要 条 件 是 

{si = glei), a = Pleim) } 

是 F 的 基 . 此 时 Ker o 的 基 是 由 下 面 的 集合 唯一 决定 的 : 


fe- Qj, Cig TI 
k=1 
由 此 即 得 


_ P; 2. Ld 2 
dA = -p k n Jk ; mid 
Dis i2, im 


所 以 Plücker 坐标 (… ,pi i uuo) 唯一 决定 aj € T(Z, 0z). 这 就 
证 明了 函 子 态 射 F EZH. 

反 过 来 , 考虑 PN 的 由 pi in Z0 定义 的 开 集 . 这 时 

(AF )e = €; Pirim 

HAR w 属于 这 个 开 集 并 且 满 足 二 次 关系 式 (*)， 则 可 以 构造 p E 
G(Z), 使 得 Flo) = v ( 见 参 考 文献 Hodge 和 Pedoe [HP 47], 第 1 卷 ， 
VII, 86, 定理 IT, 第 312 页 ). 

综 上 所 述 , 我 们 得 到 结论 : 单 函 子 态 射 F: Gmn 一 PN 的 像 是 
PN(Z) 内 满足 二 次 关系 式 (*) 的 点 . BU Q 记 由 二 次 关系 式 (*) ME 
成 的 理想 , 则 Gmn FT BI Proj(Z[ … ,pi,.…i,,,…]/Q) 表示 . 
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5.3.3 Grassmann ETÀ E dcm 


ix S Noether BUE, 8 AS 上 的 局 部 自由 层 , m 为 正 整数 . E 
X. Grassmann 函 子 (Grassmann functor) Grass WF: 


Grass(m, &) : 
(Sch/S)?PP 一 Sets 
Z = {[(F| FA Exs Z 的 m 秩 局 部 自由 子 2z- 模 )}， 


Ruhnexz2gqe (gq 为 Z/S 的 定义 中 的 态 射 gq: Zo 5). 
H F> ge 得 到 


A7 => A" (t6), 


这 决定 hrar ey (Z) 的 一 点 . 
取 5 的 仿 射 开 覆盖 (U; = Spec 4;jier 使 得 


Elu, = pU. 


q'é* — F. 
于 是 我 们 有 
ZERA m 的 局 部 自由 层 F* 
Grass(Z) = dà P sb oss E T(Zo "|z) 使 得 


VzeZ A F= 6, - s 


j=0 
像 5.3.2 小 节 一 样 , 函 子 态 射 
(F"lz, ; 85,7, 85) a (A7 Z*lz, ee Piim) 
的 像 正 是 射影 空间 内 由 二 次 式 


m+1 


Lot i = 
DO (D Ph arim PP jaiii = 
l=1 


162 第 5 章 Hilbert BF 


所 决定 的 闭 簇 . 对 于 所 有 的 ie 了 I 这 些 二 次 式 都 一 样 , 因而 可 以 粘 合 起 
来 成 为 整体 方程 . 
以 SUA &)*) id (A &)* 的 对 称 代 数 , 以 Q 记 上 述 二 次 关系 式 
生成 的 理想 . 则 Grassmann AY 4rass(m, €) 是 由 射影 概 形 
Grass(m, &) = Proj(S((A" &)*)/Q) 


所 表示 的 . 
§5.4 Hilbert 函 子 的 表示 


本 节 我 们 将 证 明 本 章 开 始 所 述 的 定理 , 即 : 
定理 5.10 £ X/S 为 射影 概 形 , 已 为 有 理 系数 多 项 式 , 则 Hilbert 
BF Hilde, 是 由 射影 概 形 Hlby,s 一 9 表示 的 ， 
我 们 分 六 步 给 出 此 定理 的 证 明 : 
(1) 由 于 X/S 为 射影 概 形 , 故 有 闭 浸入 
X/S = P/S, 


HF P-Projsé, E AS LRA m+1 的 向 量 从 . 这 个 闭 温 入 诱导 出 
函 子 的 单 态 射 : 
JFilbk s — Hilbpys . 
(2) 对 于 p: Zo S, 有 纤维 积 P xs Z: 


P xs Z — P 


Zi | 


所 一 站 


取 闭 子 概 形 Y cP xs 2, 满足 : Y Z YHH Y 的 Hilbert 多 项 式 为 
P. BUX k RAH Spec k 一 Z, 则 有 交换 图 表 : 


PAN 


Spec k — Z — S 
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X Ir AY, 的 理想 层 . 则 
x((n)) = x(Pr, 6(n)) — x(Yx, O(n)) 
一 (" T d — P(n) := Q(n). 


m 


#% Castelnuvo-Mumford 定理 (5.2.6 小 节 ) 取 N, 则 N BI Q, 故 被 P 
和 m 所 决定 . 由 正 合 序列 


0 一 > Fy — 6p — Oy — 0 
得 到 长 正 合 列 的 一 部 分 : 
0 —9 (f) Ax (N) — (p* f) ON) — (p* f)-6v (N) 
— Rip" f). y (N). 
因为 Iy FE, 以 及 对 于 i > 1 和 任 一 闭 纤维 有 
H' (Pk, A (N)) = 0, 
故 得 
R (p* f). .4y (N) — 0. 
另 一 方面 , 由 于 Y, C Py, HOS T i> 178 dim Hi(Yi, O(N)) 20, 于 是 
dim H?(Y,, 6(N)) = P(N). 
所 以 (p* f). 6y (N) 是 局 部 自由 的 , 它 的 秩 为 P(N). 又 
(" N.Oo(N) = seti = (77 "i 


所 以 , 由 Y CP xs Z BOA (p*f).A(N) 是 p SN& 的 秩 为 QN) 的 
THEA. 这 里 的 QUN) 适用 于 所 有 以 P 为 Hilbert 多 项 式 的 Y, F 
是 便 得 到 函 子 态 射 : 


Hilde) > Grass(Q(N), S" &). 
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(3) 由 上 一 节 我 们 知道 函 子 Yrass(Q(N), SNE) 由 概 形 
G = Grass(Q(N), SN &) +S 
所 表示 . 设 UG 为 此 表示 的 泛 元 . 称 Ua 一 g SNE AZM. 考虑 图 表 : 
Grass(Q(N), SN £) x s P——P 


T1 f 
Grass(Q(N), S5 €)—*>S 


利用 f*f. 一 id 得 到 
mUa > mig S^ & = ig" feOp(N) = mof" feOp(N) > 126p(N). 
以 多 记 以 上 态 射 的 合成 ?Uc 一 m260(N) HRB. 对 于 
Gx PSG 


的 层 .Z(—N) 应 用 Mumford 的 分 层 平坦 定理 (定理 5.5), 得 出 最 大 子 
概 形 
js Gp = G, 


f i* F(—N) 作为 
Gp xaGxsP Gp xsP 


的 层 为 平坦 的 并 且 以 P 为 其 Hilbert 多 项 式 . F 为 lN) 的 商 层 . 
i* Z(-N) 为 Cenxse 的 商 层 . 故 有 相应 的 子 概 形 


U C Gp xg PP. 


U 在 Gp 上 是 平坦 的 , 并 且 以 P X Hilbert 多 项 式 . 这 就 是 说 Ue 
Hilbp s (Gp). 

(4) RA p: Zo S, 以 及 闭 子 概 形 Y CPxsZ, Y EZ 上 平坦 ， 
Oy 的 Hilbert 多 项 式 为 P. 由 (2), ATHEA 


(p* f). 4v (N) E€ rass(Q(N), S" &)(Z). 
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由 Yoneda 5|, 这 对 应 于 态 射 
p: Z— Grass(Q(N), SE) =G 


使 得 
B'(Uc > g' SNE) & ((p" f). (N) > p*SN6). 


由 此 (以 及 (2) 中 Oy (N) 的 长 正 合 列 与 多 的 定义 ) 推出 
PF  Oy(N), 


PUL FON) E Z 上 平坦 并 且 以 P X Hilbert 多 项 式 . 根据 Gp 的 
定义 , 这 意味 着 p 可 以 分 解 为 


p: Z Gp — Gress(Q(N), SP &). 


BATA Y € 2C ilbz,.(Z) 出 发 获得 (Z > Gp) € ha, (Z). 可 以 看 出 , 当 
Z = Gp, Y 为 (3) 中 所 决定 的 U 时 , 对 应 的 态 射 是 


id: Gp — Gp. 
另 一 方面 , Zi Y 对 应 于 py: Z > Gp, M 
Y = pyU. 


可 以 证 明 , 2 ibp,. 被 Gp 所 表示 , 并 且 以 U 为 泛 元 ， 我 们 经 常 以 
Hilbe/s id Gp. 

(5) 如 同 在 (1) 中 那样 , 设 X/S 为 射影 概 形 ，X/S 一 P/S AMR 
A. XR U 为 如 (3) 中 所 述 的 泛 元 . + 


V 2Un(X xs Hilbb/s) C P xs Hilbp, g. 
根据 平坦 化 分 层 , 存在 子 概 形 i: Hp 一 Hilbp/s, 使 得 对 于 任 一 


p: Z — Hills, 
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拉 回 (pull-back) V x Hilt? , Z Æ Z 上 平坦 并 且 以 P A Hilbert 多 项 
式 的 充分 必要 条 件 是 : pn 可 分 解 为 
p: Z> Hp = Hilbps. 
以 H 简 记 Hilbp/s. 有 交换 图 表 : 


X xg Hp — X xg H — X 


| | 4 


Hp i -H > 9 


HV CX xg H Al, iV € Hilby;s(Hp). RRA p: Zo S MFR 
ÆÉWCXxsZCPxsZ, ÑE W > Z 是 固有 的 及 平坦 的 并 且 以 P 
为 Hilbert 多 项 式 . 由 (4) 知 , Æ p: Z 一 Hilbp,, 使 得 


pU-W. 
此 时 
W = p*U = g' (Un (X xs Hill, s)). 
因此 , 由 Hp 的 定义 , 5 可 分 解 为 
p: Z 2 Hp > Hilbbs. 

这 就 给 出 了 po: Z> Hp. 像 上 小 节 一 样 , 可 以 证 明 函 子 HAWS 5 被 
WE Hp 所 表示 , HAW i*V 为 泛 元 . 我 们 以 Hilb%js W Hp. 

(6) 由 上 述 构造 过 程 知 : Hilbk,s 为 Grassmann 簇 的 局 部 闭 子 概 
形 , 所 以 它 是 有 限 型 的 和 分 离 的 . 


现在 取 离 散 赋值 环 R, 其 分 式 域 记 为 K,T = Spec R, n= Spec K 
为 了 的 一 般 点 (generic point), 设 有 交换 图 表 : 


n ——- Hilbk/s 


be 
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n 对 应 于 nxs X 的 子 概 形 , 从 而 对 应 于 7 xs X 的 结构 层 的 子 层 A. 
现 定义 Crxsx 的 理想 子 层 I 如 下 : 对 于 任 一 开 集 U CT xs X, $ 
T(U,.7) = Ker(T(U, 6v) 5 T(UN(n xs X), Oun(nxsx)/®)). 
可 以 证 明 Crxsx/ ÆT EFH. 这 就 决定 了 唯一 的 态 射 
T — Hilbk,s 


使 得 上 面 的 图 表 仍 然 交 换 . 由 参考 文献 Hartshorn [AG], II, 84, 定理 
4.7, 以 及 TIT, 9.8.1 BIA, Hilb,s > S 为 固有 态 射 m 


第 6 章 Picard & F 
86.1 Picard 群 


在 上 一 章 我 们 讨论 了 Hilbert AF. 本章 将 介绍 另 一 个 重要 的 
函 子 ， 即 Picard PR f. 关于 这 个 函 子 一 直 都 没有 好 的 参考 书 . 除了 
Grothendieck [FGA] 外 , 我 认为 最 好 的 是 Artin ([Art 69, 70]). 

Picard (皮卡 ，1856 一 1941 年 ), 法 国 20 世纪 初 最 杰出 的 数学 家 
mox 
6.1.1. 赋 环 空间 的 Picard Bf 


设 (X, Ox) 是 赋 环 空间 (ringed space) ( 见 参考 文献 Hartshorne 
[AG], II, §2). Bria X 上 的 一 个 可 逆 层 (invertible sheaf) 是 指 秩 1 的 局 
部 自由 Cx- 模 . X 上 的 可 逆 层 的 同 构 类 所 组 成 的 集合 在 张 量 积 运算 下 
构成 一 个 群 , 称 为 X 的 Picard # (Picard group), WX Pic X (AE 
考 文 献 Hartshorne [AG], II, 86). 

BLZ 为 和 上 的 可 逆 层 . 取 X mr Y = {Ui | ie I}, 使 得 
A FH 

yi: Oy, > Llu.. 
于 是 oj ov; 为 Corn 的 自 同 构 . 以 Oy 记 Ox 的 可 逆 元 构成 的 层 
( 即 是 说 : CX(D) 是 Cx (U) 内 的 乘法 可 逆 元 所 组 成 的 交换 群 ). 不 难 验 
证 
{rop | i,j EI} 
决定 Cech 上 同调 群 H1(Y, 6) 的 一 个 元 素 , 并 且 有 同 构 
lim H\(Y, Ox) =+ H"(X, OX). 


a 


这 样 , 我 们 便 得 到 同 态 : Pic X 一 H(X, 6%). 可 以 证 明 此 同 态 是 同 构 . 
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6.1.2 ” 复 解 析 空 间 群 层 的 指数 态 射 
X x 为 复 解析 空间 ( 见 参考 文献 Grauert 和 Remmert [GR 84], 
第 1 章 ). WR X 是 约 化 的 (reduced) ( 即 对 于 开 集 U C X, Ox(U) 没 
EC), 则 有 层 正 合 序列 ; 
0 一 > Z(1) —> ex 15 afg —] 1, 
其 中 y AX EW Ch C^ 函数 层 , expx 的 含义 如 下 : 对 于 任意 的 
复 解 析 空 间 X, 可 以 证 明 存在 唯一 的 群 层 态 射 


expx : Ox > Ox 


满足 以 下 三 个 条 件 : 
(1) Zi X 是 约 化 的 , 则 expx 是 用 通常 的 指数 函数 定义 的 态 射 : 
exp(t) = 5 t" [nh 
n=0 
(2) BAAN X 5 Y, 则 有 交换 图 表 : 


expy " 
Oy —> (六 


Ox SO 
(3) 有 层 正 合 序列 
— 2) a p—s] 

GEEK: 此 时 X 不 一 定 光滑 , 而 且 Ox ARES ARS TIC). 
6.1.3 ” 紧 复 流 形 的 第 一 陈 类 

KM 为 紧 复 流 形 . Uw id M 上 的 Ce RAE, ow iM 上 的 
非 零 C” 函数 层 ; 以 6 id M 上 的 解析 函数 层 , 6* id M 上 的 非 零 解 
析 函 数 层 . 以 Z(1) 记 常 值 层 (Z)(27). 则 有 以 下 的 交换 图 表 : 


0——Z(1)——- 2 —> gf* — 1 


0——-Z(1)——- 6 一 > Dr* 一 >1 
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其 上 、 下 两 行 均 为 由 指数 函数 所 定义 的 正 合 序列 . 此 图 表 给 出 上 同调 
的 长 正 合 序列 的 一 部 分 组 成 的 正 合 交换 图 表 : 


H'(M, o)—>H(M, z/*) — -H?(M,Z(1)) 
H'(M,6)——- HM, 6*) ——H*(M,Z(1)) 

我 们 常 称 M 的 可 逆 层 为 M 上 的 复线 丛 (complex line bundle). 

对 于 
[L] € Pic M = H'(M, 6*), 
我 们 称 OL) 为 工 的 第 一 陈 类 (Chern class) (这 里 的 “ 陈 ” 指 的 是 陈 
省 身 (1911—2004)), WX ca (L). 由 H3 (M, of) = 0 我 们 推 知 : 者 M 上 
的 两 个 复线 从 LA L 满足 条 件 : 
ci(L) = c(l’), 

则 存在 C~- 同 构 L L ( 见 参 考 文献 Griffiths 和 Harris [GH 78], 第 
140 页 ). 
6.1.4 SHAY Jacobi $% 

对 于 定义 在 域 上 的 代数 曲线 X, 我 们 可 以 构造 其 Jacobi f&. 对 于 
X 是 椭圆 曲线 的 情形 可 参见 参考 文献 Hartshorne [AG], IV, 84. 对 于 
X 的 亏 格 > 2 的 情形 , 可 参见 参考 文献 Grothendieck [FGA], Serre [Ser 
88], Weil [Wei 52] 或 Chow ( 周 炜 良 ) [Cho 54]. 

现在 考虑 基 域 为 复数 域 的 情形 . 这 时 X 为 紧 黎 曼 面 . 以 (f) ii X 
上 的 半 纯 函数 f 的 除 子 . X 上 的 两 个 除 子 D 和 D 称 为 线性 等 价 的 
(linearly equivalent) (WX D ~ D^), 如 果 存 在 半 纯 函数 f, 使 得 

D'=D+(f). 


以 Div?(X) id X 上 次 数 为 零 的 (WeiD) 除 子 所 组 成 的 交换 群 ( 见 参考 
文献 Hartshorne [AG], II, 86). 取 


Pic? (X) = ([L] € Pie X | ex([L]) = 0}, 
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则 商 群 Div?(X)/ ~ 同 构 于 Pic? (X) ( 见 参考 文献 Griffiths 和 Harris 
[GH 78], 第 144 和 313 页 ). 于 是 有 满 同 态 
Div? (X) — Pic? (X). 

现在 我 们 设 紧 黎 曼 面 X 的 亏 格 为 g. 这 就 是 说 , H(X, Z) 是 秩 为 
2g 的 自由 Abel E. 设 它 的 一 组 歼 基 为 {61,.… ,62g}. 可 以 假定 : 对 于 
任 一 i (1 < i< g), & 5 ding ER 1 次 而 与 其 他 的 5; 都 不 相交 . 以 Qi 
ii X 的 全 纯 1- 形 式 层 . 取 X 上 的 全 纯 1- 形 式 wi (i =1,---,9), 使 得 
它们 组 成 H9 (X, Q1) 的 基 . 对 于 任 一 7 (1 < j < 29), 称 列 向 量 


II; = (/ a) 
ó; i=1,---.g 


为 X 的 一 个 周期 (period). X 的 2g 个 周期 Th,---, Hag 生成 C? 内 的 
一 个 格 
A= (mill; Tee + magllog m; € Z). 


我 们 定义 X 的 Jacobif& (Jacobi variety) 为 复 环 C9/A, WA F(X). 
MF D = (zx — yx) € Div?(X), 定义 


四 -人 人 
不 难看 出 , u(D) 决定 了 A(X) 的 一 个 元 素 , 并 且 
u: Div(X) > Z (X) 
是 群 同 态 . Abel 定理 告诉 我 们 下 面 的 图 表 交 换 : 
Div®(X) = JO) 
Pic?(X) 
WE v 为 单 同 态 . Jacobi 定理 则 说 v 是 满 同 态 . 于 是 我 们 有 群 同 构 


Pic?(X) © f(X). 
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又 因为 A(X) 满足 Riemann 条 件 , MA F(X) A Abel f& ( 见 参考 文 
献 Grifhths 和 Harris [GH 78], 第 2, 6, 7 章 及 Mumford [Mum 76]). 

关于 Picard KER Picard MF, 除了 参考 文献 Grothendieck [FGA 
232] 外 , 还 可 参见 参考 文献 Mumford [Mum 66] 和 [Mum 76], Oort [Oor 
62], Altmam 和 Kleimen [Ak 79] 和 [AK 80]. 总 的 来 说 , Grothendieck 
及 Mumford 并 未 完全 发 表 他 们 的 工作 . 而 Picard 函 子 又 有 相当 多 的 
技术 细节 . 最 直截了当 的 可 能 是 用 代数 空间 的 语言 把 所 有 结果 详细 地 
重 述 一 遍 , 见 参考 文献 Artin [Art 69] 和 [Art 70]. 

本 章 余下 的 部 分 将 引用 较 多 的 背景 资料 , 读者 可 先 略 去 . 


86.2 R F 


6.2.1 AART 
设 X AME, DA X 的 闭 子 概 形 . Wi: 了 一 X 记 包含 态 射 ， 
Jp Wit: Ox — i,Op WK. Ip 称 为 也 的 定义 理想 层 . 则 有 正 合 
序列 
0— Jp 一 6x —~>i.6p —0 (6.1) 
( 见 参考 文献 Hartshorne [AG], II, 85, 第 115 页 ). Æ Zp Jg niit: Cx- 模 ， 
WE DA X 的 有 效 除 子 (effective divisor). 
gu ox WF x KARU, S 
Homex EA Ox)(U) = Home, (Llu, Gy). 
则 Home, (, 6x) AX ENE. + eel e), 则 有 同 构 
Home, (L, Cx) @L = 6x. 


FE, 我 们 自然 地 以 2-1 记 Home, (L, €x). 
我 们 常 以 Cx(D) 或 2(D) W .万 ! 以 Ip! 与 序列 (6.1) 作 张 量 
FA, 得 到 正 合 序列 


0 一 一 6x —> I5 — Ôn &ey .万 :一 >0. 
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从 而 存在 sp ET(X, .万 1), 使 得 x rsp 给 出 包含 态 射 
Ox 一 ES. 


于 是 有 效 除 子 D RETRA .万 ! 和 截面 sp e T(X, 45), 使 得 对 于 
任意 的 re X， 
iz: Ox 一 (Fs ves 


lo sp, 
为 单 射 . 
反 过 来 , HARM L 及 s eT(X, 2) 使 得 对 于 任意 的 zx € X, 
ig: Ox > fr, 
1 +> sz 


为 单 射 , 则 有 正 合 序列 
Q—— fy — Z — y — 0. 
由 此 得 到 正 合 序列 
0 —> .2-1 — 6x — £/6x &.Z-! 一 0. 


于 是 可 将 2 RA ex 的 子 层 . KX 的 闭 子 概 形 D, 使 得 D 的 定义 
理想 层 为 Lo. 详细 地 说 , 取 D 为 /Ox 的 支 集 


ize X | CZ/O0x)« #0}. 
考虑 局 部 正 合 交换 图 表 : 
和 RE, 5 


za 


0 ——e Ox, —— x. ——- Ox,z/sOx,z — 0 


以 m, W z 的 极 大 理想 , k(z) = Ox,z/mz. 与 k(x) 作 张 量 积 , 则 得 正 
合 序 列 
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由 此 可 见 D={reX]| s(x) =0}. 又 知 
Ip =L 及 p = (Z/6x) 90x L. 


这 样 , 我 们 从 (2, s) 得 出 有 效 除 子 D. 
我 们 称 两 对 (L, s) 和 C7, s") 是 等 价 的 (equivalent), 如 果 存 在 同 
构 
o: 
使 得 p(s) = us’, 其 中 we T(X, 6%). 以 上 的 讨论 给 出 了 X 上 所 有 有 
效 除 子 所 组 成 的 集合 与 所 有 (2,5) 的 等 价 类 组 成 的 集合 之 间 的 一 个 


in: Gp >L 


K+ Sr 


rT(X,.2) = f. ET(X, 2) 为 单 射 (Vx € oh, 


则 集合 { 概 形 的 有 效 除 子 D | 75! = 2} 5 r(X,.2) /T(X, 63) 成 一 
一 对 应 . 


6.2.2 KF 5- 概 形 的 有 效 除 子 的 一 个 引 理 
Wf: X 一 9 为 局 部 有 限 展示 , D 为 X 的 有 效 除 子 . 者 
fip ; Dus 


是 平坦 的 , 则 称 DA X/S 的 有 效 除 子 (effective divisor). 

引 理 6.1 RY 为 局 部 有 限 展 示 的 拟 凝 聚 的 Cx 理想 层 , D 为 
I HEUS X 的 闭 子 概 形 . 对 于 z E D is f(z). 则 以 下 三 个 条 
件 等 价 : 

(1) I 在 xz RTH, BD S 在 x 处 平坦 ; 

(2) X/S 及 D/S Æ r 处 平坦 , LH D., AHAH X, 的 有 效 除 子 ; 

(3) X/S # x 处 平坦 , 以 及 存在 fo 生成 Fr 并 给 出 单 射 
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Ox, a — Fc. 


证 明 (1) 地 (2): 取 .7 的 局 部 截面 h 使 得 h ÆR A MRA h 
的 态 射 给 出 正 合 序列 


0— Ox,,z = Ox, et OD,r —— 0. 


以 (zx) id s 的 剩余 域 . 上 面 的 正 合 序列 与 k(z) E (Oss ER) KER, 
得 到 正 合 序列 


0 一 OX, —— Ox, — OD, 2 — > 0. 


由 于 D/S 在 x 处 平坦 , 故此 正 合 序列 正 合 . 从 而 Ds AX, 的 有 效 
RF. 

下 面 证 明 X/S 在 zx 处 平坦 . 如 同 参考 文献 Grothendieck 和 Dieud- 
onné [EGA IV], 第 3 册 , 8.5.5 及 11.5.2 中 所 述 , 可 以 假设 S 为 局 部 
Noether 概 形 . 由 Tor- 长 正 合 序列 及 D/S 平坦 知 : 对 于 n> 1, 有 


h - Tor?" (Oxz, k(s)) = Tor? (Oxx, k(8)). 
由 于 5 是 局 部 Noether 的 , 并 且 X/S 为 局 部 有 限 生成 的 , 故 
Torfs (Oxz, k(s)) 


是 有 限 生成 Ox z*- 模 . AX x € DR Ox ^ / hOx « = Op, H Nakayama 
引 理 即 知 
Torfs: (Cx z, k(s))=0 (Vn2 1). 

所 以 Cx. 为 平坦 Cs ,- 模 ( 见 参考 文献 Matsumura [Mat 86]， 定 理 
22.3). 

由 Nakayama 引 理 可 推出 (2) > (3). 至 于 (3) > (1), 见 参考 文献 
Grothendieck 和 Dieudonné [EGA IV], 第 3 册 , 11.3.7. D 
6.2.3 ”关于 固有 平坦 态 射 的 几 个 定理 


wf: X 一 9 为 Noether 概 形 的 固有 平坦 态 射 , A f 的 所 有 几何 
纤维 都 是 ” 维 的 . 
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给 定 X 上 的 局 部 自由 层 Z. 设 多 s 上 的 拟 凝聚 层 . 以 T7) 
id Ri f.CZ 80x ftF). 设 5= Spec A. # M 为 AH, F =M, WE 


AX: 
M & Homa(A, M) — Homs(T;(6s), T;(63)), 


m = T;(m). 
由 此 得 到 态 射 
Ti(6s) 86, M > Ti(M), 
aG m = Ti(m)(a). 
这 个 态 射 可 以 推广 到 一 般 的 概 形 S 的 情形 : 
t: Ti(6s) 8o, F  T;(7). 


引 理 6.2 ik X S A Noether JE. 

(1) 设 s A S 的 任 一 几何 点 . 以 Qs 记 由 Spec (Cs。 上 的 拟 凝 聚 
层 所 构成 的 范畴 , 则 以 下 两 条 等 价 : 

(i) T; AGE BF; 

(i) 对 于 任意 的 F EQ, LANA AAH. 

(2) # i > dim(X xs Spec (05,.)), 则 (i) 和 (ii) RÈ. 

(3) $c: Ti(6s) 8o, k(s) > Ti(k(s)) 为 满 射 , 则 (i) 和 (ii) 成 立 . 

定理 6.3 (1) €& 4 7j X LHRRA, 则 对 于 所 有 的 ;> n, 


Rif. = 0; 


(DAY 为 的 闭 子 概 形 , Y/S 的 相对 维 数 为 m, Y/S 平坦 , 凝 
RES 的 支 集 含 于 Y,i> m, 则 Rfg = 0. 

命题 6.4 i n—1,.Z 为 有 限 秩 局 部 自由 Ox 

(1) € R!f..Z 为 局 部 自由 Cs- 模 , 则 f. 为 局 部 自由 Cs- 模 . 

(2) 3 f 的 所 有 几何 纤维 都 是 连通 约 化 的 , 则 R fO 是 局 部 自 
由 Cs- 模 . 
6.2.4 Grothendieck 对 偶 定 理 


iS 为 局 部 Noether MIG. 我 们 称 CA S 上 的 曲线 (curve), 如 
果 存 在 满足 下 述 条 件 的 态 射 f: CS: 
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(1) f 是 固有 平坦 态 射 ; 

(2) f 的 相对 维 数 为 1, 并 且 f 的 所 有 纤维 都 是 约 化 连通 的 ; 

(3) f 在 S 的 一 个 稠密 开 集 上 光滑 ; 

(4) Ri f.Gc 是 局 部 自由 Cs- 模 . 

这 里 的 R'f.6c 的 秩 称 为 C/S 的 亏 格 (genus). 

在 本 小 节 中 我 们 将 介绍 Grothendieck 对 偶 定 理 的 一 个 特殊 情形 . 
关于 一 般 情 形 下 的 Grothendieck 对 偶 定 理 , 现在 已 经 有 三 部 专著 介绍 
(作者 是 Altman 和 Kleiman, Hartshorne, Conrad). 

定义 6.1 KAHR C/S. HC 的 凝聚 层 wt), AC 的 对 偶 化 
Iz (dualizing sheaf), 如 果 以 下 条 件 成 立 : 

(1) 对 于 任意 的 态 射 p : TS, 有 同 构 


0 ~ ,„*, 0 5 
UoxsT/T — P We/s; 


(2) 车 S = Spec k, 其 中 天 为 代数 封闭 域 , 则 对 于 任意 的 凝聚 Oc- 
RF, ABFA 


Hom, (H'(C, F), k) & Home, (F, whys); 
(3) wg 是 有 限 秩 局 部 自由 层 ; 
(4) 存在 迹 同 构 
Tr: Ri f.wos = Os, 
并 且 当 S — Spec k (k 为 代数 封闭 域 ) 时 , 在 条 件 (2) 所 给 出 的 同 构 
Homk(EI(C,w2ys)) 癌 兰 Homeo(w2ysw2ys) 
F, Tr 对 应 于 恒 同 态 射 : 
id: wes > wes. 


我 们 指出 , 当 C/S 光滑 时 ，w2 vs = 29, 5. 
取 定 C/S 上 的 可 逆 层 Z, 则 


(6,8) = Ri(9)(6) 
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给 出 自然 的 配对 (pairing) 


RC eubg)x RI fg 
= fHomeo (ZY, wos) = R fys = (s. 
可 以 证 明 以 下 的 对 偶 定理 : 
定理 6.5 ”假设 RLZ 是 局 部 自由 的 , 则 由 以 上 的 自然 配对 所 
定义 的 态 身 


R? f.Z-! @ wg > Home,(R!f..Z, Os) 


R! fL ® weg > Home, (R°f.L, 6s) 


均 为 同 构 . 
96.3 Picard K F 


参看 [LCZ 06] 代数 群 引 论 , 第 二 篇 第 四 章 . 
6.3.1 Picard 函 子 的 定义 

对 于 任意 概 形 X, 一 个 经 典 的 结果 是 : 上 同调 群 W(X, 6%) 的 元 
素 对 应 于 X 上 可 逆 层 的 同 构 类 .我 们 称 群 H((X,03) 为 X 的 绝对 
Picard 群 (absolute Picard group), 并 记 之 为 Pic X. 

固定 一 个 基 概 形 S 以 及 一 个 5- 概 形 X, 定义 函 子 


Px/s : (Sch/S)?PP 一 Sets, 
了 一 Pic(X xs T). 


以 P 记 Prys 关于 fppf 态 射 类 Mac 的 层 化 . HT WORE, 则 
T 在 Maisi 内 的 覆盖 可 由 有 限 个 仿 射 开 子 概 形 T; 组 成 . 这 时 (T1) 
JRA T Æ 人 fppf 内 的 覆盖 . 这 就 是 说 , 多 在 仿 射 概 形 上 是 fppf- 层 . 这 
就 容许 我 们 将 多 实行 关于 Maiski 的 层 化 . 把 多 关于 Mzaristi EE 
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所 得 的 函 子 记 为 Picxjs. 它 自 然 是 关于 AMzariski U Mippr 的 层 . 这 就 
是 我 们 所 定义 的 fppt ke. 我 们 称 fppf- 层 


Picx/s : (Sch/S)?PP — Sets 
为 相对 Picard F (relative Picard functor). 


6.3.2 BTE T HRA 


设 有 概 形态 射 f: X S. 我 们 称 f 是 强 射影 的 (strongly projec- 
tive) (或 强 拟 射 影 的 (strongly quasi-projective)), 如 果 f 是 有 限 展 示 并 
且 存在 S 的 秩 n 局 部 自由 层 E, 使 得 X 在 S 上 同 构 于 PE) 的 闭 子 
概 形 (或 概 形 ). 

Bef: X ~ SUR Ox F. RIK F 在 S 上 0 AE 
调 平坦 (cohomologically flat) ( 见 参考 文献 Grothendieck 和 Dieudonné 
[EGA IIIJ, 第 2 册 , 7.8), 如 果 对 于 任意 的 态 射 u: S 一 S, 在 纤维 积 


X xg S ——- X 


r| |; 


Ss 


决定 的 态 射 下 , 有 ut fg = flu" s. 
以 Div(X/S) id X/S 上 的 所 有 有 效 除 子 组 成 的 集合 . WART 


Divxjs : (Sch/S)?PP — Sets, 
T o Div(X xs T/T). 


利用 D @x(D) (D € Div(X/S)) 可 以 得 到 函 子 态 射 
Zivxjs E Picx/s. 


对 于 S-HUE T > S 以 及 LZ € Pic(X xs T), KEATAS ©: 
T 一 Picxjs (这 时 把 T ERAT Hom(。 T)), 使 得 


Br(idr)= Y € Picx;s(T) = Pic(X Xs T), 
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我 们 就 说 , @ 对 应 于 Z. 由 盏 及 9ivxjs — Picy;s 即 得 出 函 子 
29ivxX/S XPicx;s T. 
命题 6.6 E f: X S 是 强 射影 的 、 平 坦 的 ,9 是 拟 紧 的 ,了 的 
几何 纤维 是 约 化 的 且 是 不 可 约 的 ， 则 存在 局 部 有 限 展 示 的 Or F, 
使 得 函 子 Divxjs Xpicy,, T 由 射影 了 - 概 形 了 (多 ) 所 表示 . 
证 明 假设 T= 5. 对 于 SME S'S UX aX E S'fES 
上 的 纤维 积 , 以 Z 记 .名 拉 回 至 3/: 
X!'—-X 
| Ly 
9 5 
按 函 子 纤维 积 的 定义 ， Zivxjs X Picx/s S 同 构 于 下 面 的 函 子 : 
D : (Sch/ S)?PP 一 Sets 
€x: (D')5.g" 
uu 
以 (fg) 记 f£ 的 子 层 使 其 在 纤维 X, ENR A. 则 有 双 
射 : 


8' fv € Div(X'/S/) 


I(S, (f.-2)'/6$) ^ D(S). 
因为 是 固有 、 平 坦 的 , 所 以 存在 Cs- 模 F, 使 得 有 同 构 

fr > Homos(F,0s). 
由 于 Of 的 几何 纤维 是 约 化 的 且 不 可 约 , 故 (f,.2)* 在 此 同 构 下 对 应 于 
Homo, (多 ,Os) 中 的 满 射 . 于 是 (F2) /05 对 应 于 PCZ) ( 见 参考 文 
献 Grothendieck 和 Dieudonné [EGA II], 4.2.3). m 
6.3.3 Picard 函 子 的 可 表 性 

定理 6.7 (Artin [Art 69], 定理 7.3) i f: XS 为 代数 空 

间 的 固有 、 平坦 、 有 限 展 示 的 态 射 , 并 且 假 设 SAS 上 0 维 处 上 同调 
平坦 . 则 相对 Picard 函 子 可 由 S 上 的 代数 空间 表示 . 
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对 于 射影 空间 范畴 , 则 有 

定理 6.8 (Grothendieck, [FGA] 232, 定理 3.1) Rf: XS 
为 射影 、 平 坦 、 有 限 展 示 的 态 射 , 并 假设 f 的 几何 纤维 是 约 化 的 且 不 
可 约 . 则 相对 Picard 浮子 可 由 S 上 的 局 部 有 限 展 示 的 分 离 概 形 所 表 
p 

以 上 定理 的 证 明 只 有 两 页 , 相当 简略 , 本 书 不 给 出 它们 的 证 明 . 

Wf: 和 一 9 是 强 射影 的 . 又 设 有 态 射 

T S, 


L € Pie(X xs T), t e T. WU uZ id Z EA X, 上 的 Hilbert 多 项 
R. 对 于 有 理 系数 多 项 式 P, 以 Pic (X xs T) id Pic(X xs T) 中 所 有 
满足 
hi = P 
的 Z. 这 样 , 利用 Pic? 我 们 定义 了 Picxys WFRF Picks. 
定理 6.9 Rf: XS 是 强 射 影 的 、 平 坦 的 ,5S 是 拟 紧 的 , 并 
假设 f 的 几何 纤维 是 约 化 的 且 不 可 约 . 若 已 为 有 理 系数 多 项 式 , 则 函 
F Picx/s 可 由 强 拟 射 影 5- 概 形 所 表示 , 且 
Picx/s = | | Picķys, 
P 
其 中 P 取 遍 有 理 系 数 多 项 式 . 
这 个 定理 的 证 明和 上 面 的 Grothendieck 定理 的 证 明 是 一 样 的 , 我 
们 仅 给 以 简略 的 说 明 . 
(1) 对 于 S-NUE S > S, $ X'—X xs S' 5 S. E X'/S' 的 有 
效 除 子 的 全 体 定义 为 Zivx;s(S"), WART: 
Zivxjs $ (Sch/S')°PP = Sets. 
对 于 有 理 系 数 多 项 式 P, > 
givk,s = Divx)s N Hilbk)s. 
由 Jb. 是 可 表 函 子 ( 见 Altman 和 Kleiman [AK 79], 推论 2.8), 
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(2) D 5 6x (D) AESH 
Divx =F Picx/s- 


以 D(P) id Pick,s 在 此 态 射 下 的 逆 像 . 由 于 D(P) 由 Zivx,s WAR 
个 连通 分 支 所 组 成 ( 见 参 考 文献 Grothendieck 等 [SGA 6], XIII, 引 理 
2.11), 故 由 步骤 (1) HEA, D(P) 可 由 强 拟 射影 5- 概 形 所 表示 . 

(3) 对 于 Pic%js 考虑 以 下 条 件 : 
(*) HF SIS, LePic?(X’), X'=Xxs Ss Rif (n))-0 
(Yi>0 且 nz0) URKA(Y(n)) #0 (Yn 2 0). 

可 以 证 明 : 47 Picks WERI (*), 则 存在 固有 平坦 等 价 关 系 

R c D(P) x D(P), 


使 得 Pick/s 同 构 于 商 D(P)/R. 再 应 用 参考 文献 Altman 和 Kleiman 
[AK 79] 中 的 定理 2.9, 即 得 结论 : Picks 可 由 强 拟 射影 5- 概 形 所 表示 . 

当 Picks 不 满足 条 件 (*) 时 , 可 用 参考 文献 Grothendieck $ [SGA 
6], II, 引 理 1.1.3, 以 及 基 变换 的 方法 把 问题 化 为 满足 条 件 (*) 的 情形 
( 附 记 : 关于 Altman 和 Kleiman 文章 中 所 用 的 (b)-Sheaf 的 概念 可 以 参 
看 Kleiman 的 文章 ( 见 参考 文献 Grothendieck 等 [SGA 6], XIII, 81)). 
6.3.4 IER) Picaid 函 子 的 表示 (Murre EH) 

当 5 ÆR k if, 以 Picxk W Piex;spec k 若 有 固有 态 射 X 一 5, 
则 有 下 面 的 定理 . 

定理 6.10 (Murre [Mur 64], II.15, 定理 2) Picx; TH k 上 
的 局 部 有 限 的 群 概 形 所 表示 . 


96.4 概 形 的 对 称 积 和 Jacobian 


6.4.1 “交换 环 上 的 模 的 对 称 张 量 积 与 行列 式 映射 

WA MARTYRES, M 为 AR, MS 为 M 的 n 次 张 量 积 . 对 称 群 
6, 中 的 元 素 在 MS 上 的 作用 定义 为 张 量 积 中 的 因子 的 位 置 的 置换 . 
M®” 在 此 作用 下 的 不 变 元 的 集合 (Msn")s” RA M 的 ”次 对 称 张 
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量 积 (symmetric tensor product), 记 为 53(M). Zi M 为 自由 4- 模 , 则 
S3(M) 亦 是 自由 AR; 若 M 为 平坦 4- 模 , 则 Sn (M) 亦 是 平坦 4- 模 ; 
E B 为 光滑 4- 代 数 , 则 5S3(B) 亦 是 光滑 4- 代 数 . 

MER LA n RAH 4- 模 . 对 于 ve EndAL, 行列 式 det(u) 决 
ET n 次 多 项 式 映射 


det: End4 > A. 


这 个 映射 唯一 地 决定 一 个 同 态 5 : $4 (End4L) 一 A, 使 得 
n 个 


det(u) = ó(u&---&u). 


假若 L 同时 又 是 B- 模 , 即 有 同 态 B — EndaL, 则 可 以 把 5 限制 到 
53(B) 上 . 将 此 限制 给 出 的 同 态 记 为 det: 


detz : S%(B) 一 4 


( 见 参考 文献 Grothendieck 等 [SGA 4], 第 3 At, XVII, (6.3.1.6)). 
6.4.2 Hilbert 函 子 与 对 称 积 的 关系 

设 BA AM. dd X = Spec A, S = Spec A, 以 (X/S)™ id 
Spec $%(B). 

X X 为 9S 上 的 射影 概 形 , 则 对 于 任 一 s e S, 纤维 x, 内 的 有 
限 点 集 必 含 于 X 的 某 仿 射 开 子 集 X; A. 所 以 我 们 可 以 把 各 局 部 的 
Spec 54 (Bi) 粘 合 成 一 个 5- 概 形 , 记 为 (X/5), BRA X/S 的 n 次 
对 称 积 (symmetric product). 

BAHASA f: X — S 及 Ox Y, ER fF. A S 上 的 局 部 
自由 ” 秩 模 . 则 我 们 可 以 把 局 部 同 态 dete 粘 合 成 态 射 : 


og: So (X/S)9, 


现 设 有 拟 射 影 态 射 1 : X S 以 及 S-BUE T. 以 2C by, WE 
项 式 n (常数 ) 所 决定 的 Hilbert 函 子 . 在 这 里 , D € 2C ilU (T) 是 指 
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X xs T 的 子 概 形 D, 使 得 了 一 了 是 局 部 自由 7 RRI, Bl (fr).6p 是 
n 秩 局 部 自由 Cr- 模 . 用 上 述 的 方法 我 们 得 到 态 射 : 

co, : T > (D/T)™ > (x/s)™. 


RITE cop 看 做 Hom(T, (X/S)09) 中 的 元 素 , 把 (X/9) 看 做 函 子 
Hom( *, (X/S)4)). 这 样 得 到 态 射 : 


a: JÉilb s > (X/S)™. 


从 另 一 角度 来 看 , Hf: X 一 5 是 分 离 的 光滑 曲线 , s 是 f 的 一 
个 截面 , 则 s(S) 是 X/S WRF, E deg(s(S)) = 1. 像 上 面 一 样 , 把 x^ 
看 做 函 子 Hom(*, X0), 就 得 到 态 射 


(S1,°°+;8n) = (5). 
j=l 


此 态 射 可 分 解 为 : 


X" > ilb s 


kd 
一 
一 
= 
woe 
a 


(X/s)™ 
我 们 有 o` = a a-! = o (RBA MM Grothendieck 等 [SGA 4], 第 3 
it, XVII, 6.3.9). 
6.4.3 ” 概 形 上 的 曲线 的 Jacobian 


设 5 EHR k. 则 Pics, 是 群 概 形 .以 Pic’, 记 此 群 概 形 的 单位 
元 所 在 的 连通 分 支 . 对 于 一 般 的 概 形 5, 设 为 5- 概 形 , 以 Pick, s (T) 
记 满 足下 述 条 件 的 .2 € Picxys(T) 的 全 体 : 


LE Picx, /k(s) (Ts) (Vs € X). 
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WW Picks 为 Picxys 的 子 函 子 ( 见 参考 文献 Grothendieck 等 [SGA 6], 
XIII, 定理 4.7 和 5.1). 

以 下 我 们 假设 S 是 约 化 连通 的 , f: X 一 5 为 忠实 平坦 的 射影 曲 
线 , 并 设 f 的 几何 纤维 是 约 化 连通 的 亏 格 为 g 的 曲线 . 以 xtee id X 
的 光滑 点 概 形 . 则 有 交换 图 表 : 


HOU, coe s 一 > (Xres/S)9) 


| | 


Hilbes (X/5)(9) 


对 于 目前 考虑 的 曲线 X, Hilbes 可 以 看 做 有 紧 支 集 的 除 子 , 即 把 
FOU, cog) s 看 做 Pigg 的 子 函 子 . 此 时 态 身 


(Xreg/1S)(9) D HUD’ ree) 5 c Zi es js 


对 应 于 2 € Divs reg jg ((X78/S)), BI 
2 C X xs (xe /syo 


是 有 效 除 子 , deg(2) = g. 这 个 9 称 为 泛 除 子 (generic divisor). 

设 W = {w e (Xre/S)9 | H'(X,,6x,(2)) = 0), WwW X 
(Xreg/5)(9) 的 开 子 概 形 ( 见 参考 文献 Grothendieck 等 [EGA, 第 2 册 ]， 
Ill, 7.7.5). Hf: X —^ S 有 态 射 


fw: X xsW >W, 
(fw)«Oxxswt2) AR 1 的 局 部 自由 层 . 利用 泛 除 子 9 可 以 定义 态 射 
Wo Picxy/s 


如 下 : 将 W MARS Hom(*,W); 对 于 5- 概 形态 射 T —W, 由 
TW —S B&H X xsT >T, UR 


XxagT—5-X xs W 


| i| 


T ————- W 
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u  Éxxsr(a 2) 就 是 所 要 定义 的 态 射 . 

设 和 一 5 为 满足 上 述 条 件 的 亏 格 g 的 曲线 , O 为 X 上 的 一 个 固 
ERA, WA 

定理 6.11 BF Picks TRS 上 的 某 相 对 维 数 为 g 的 交换 概 
形 J 所 表示 ; RH Po Ox([P] 一 [0O]) 把 和 嵌入 到 .中 ,并 将 O 了 映 
A J 的 单位 元 . 

所 谓 Abel 概 形 (abelian scheme) 是 指 固 有 光滑 5- 群 概 形 (JL 
[LCZ 06] 代数 群 引 论 ). 此 定理 中 的 J 称 为 曲线 X/S 的 雅 可 比 (Jaco- 
bian). 


在 适当 的 假设 下 , FEW 的 稠密 开 子 概 形 W, 其 在 态 射 
Ww Picx/s 


下 的 像 为 Picus 的 稠密 开 子 概 形 , 并 且 Pick, 的 群 结构 使 得 W' 成 
AS 上 的 群 概 形 ， 这 就 是 Weil 所 构造 的 经 典 的 Jacobian ( 见 参考 文 
献 Serre [Ser 88], 第 5 章 ; Milne [Mil 86])， 类 似 的 定理 见 参考 文献 
Deligne [Le lemme de Gabber, Asterisque, 127 (1985) 131-150], 命题 4.3 
(X 一 9 半 稳 定 的 情形 ); Raynaud [Springer Lect Notes Math 169], 定理 
8.2.1 (S 为 离散 赋值 环 的 情形 ); Bosch, Litkebohmert & Raynaud [BLR 
99], §9.3, 定理 7 (S 为 正规 的 严格 Hensel 局 部 概 形 的 情形 ). Raynaud 
[BLR 99], 89.3, 定理 7 (S 为 正规 的 严格 Hensel 局 部 概 形 的 情形 ). 
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Igusa 在 一 系列 出 色 的 文章 中 处 理 了 在 ZN] 上 的 N 级 模 概 形 . 
Deligne-Rapoport 除了 整理 Igusa 的 文章 外 , 他 们 还 解决 了 怎样 处 理 尖 
点 的 模 问题 , 并 引用 了 由 Deligne-Mumford 所 开发 的 合 论 . Katz-Mazur 
引入 Drinfeld 使 用 Cartier 除 子 的 想法 , 系统 地 介绍 了 模 曲 线 的 成 果 . 
至 于 模 曲 线 在 数论 中 的 成 就 , 可 看 Shimura, Ihara, Langlands, Deligne, 
Serre, Mazur, Ribet, Hida, Coates, Wiles 等 人 的 文章 . 

我 们 在 这 里 不 打算 详尽 地 讨论 上 面 所 提 及 的 工作 . 我 们 只 介绍 最 
简单 的 模 曲 线 的 构造 , 然后 为 Deligne-Rapoport 的 工作 写 个 摘要 , 以 方 
便 读者 . 本 章 亦 不 是 椭圆 曲线 的 导论 . 我 们 建议 读者 先 看 看 Silverman 
的 椭圆 曲线 教 本 [Sil 86] 第 3 章 . 


$7.1 椭圆 曲线 


7.1.1 ”定义 和 一 个 例子 


定义 7.1 ik S 是 一 个 局 部 Noether RH. S 上 的 椭圆 曲线 
(elliptic curve over S) E/S 是 指 固有 光滑 态 射 f: ES, 144 

(1) f 的 相对 维 数 为 1, E f 的 所 有 几何 纤维 都 是 连通 的 ; 

(2) R! fOr X if Cs- 模 ; 

(3) f HRB e: SOE. 

我 们 考虑 一 个 标准 的 例子 . 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 7.1 设 4 是 有 1 的 交换 环 , j(X) € AX]. + 


B = A[X,Y]/(¥" — f(X)). 


N) B 是 秩 nn Haw A[X]- 模 , 所 以 B 是 A-3865. 
证 明 设 R=AIX], 以 r+ 记 f(X)eR. 则 
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B = R[Y]/(Y? - r). 
由 于 在 任意 有 1 的 交换 环 上 对 于 首 1 多 项 式 可 进行 带 余 除法 , 故 知 B 
是 n KAH RE SU yd Y dE B 中 的 像 , 则 


n—1 


Jy ccs y 

是 B 的 R- 基 . 因为 自由 模 是 平坦 模 , 故 知 B 是 4[X]- 平 坦 的 . 而 A[X] 
是 4- 平 坦 的 , 所 以 B 是 4- 平 坦 的 ( 亦 可 利用 参考 文献 李 克 正 [Li 99] 
中 第 8 章 推 论 5.2). 口 

S A = Z[s,t, u|/(6u(s? — 27?) — 1) 为 多 项 式 环 Z[s,t,u] 的 商 环 ， 
BM B= A[X,Y]/(Y? - AX? + sX +t). RIRKAMI Qpa. 
首先 ， 

(5,4 = (A dX + A dY)/A(2YdY - (12X? — s)d X). 
对 于 Spec B 的 任 一 几何 点 P, Æ Y (P) z 0, 则 在 05,4 中 dy 可 由 
dX 表达 . 我 们 以 dz id dX 在 
QB/a(P) = QB/4 G k(P) 
中 的 像 , 则 Qpja(P) 由 dz ÆR. 若 Y(P) = 0, 则 
AX(PY — sX(P) - t 2 Y(Py? =0. 


此 三 次 方程 的 判别 式 A 关 0, 因此 方程 没有 重 根 . 于 是 


d 
ax (X5 -sX -tlp = (12X? - s)(P) #0. 
"n d 
"PA — sX — t) dX = 2YdY, 


所 以 dX 在 Qpa(P) moz. 以 dy 记 dY 在 QB a(P) 中 的 像 ， 则 
QB/a(P) 由 dy 生成 . 

由 以 上 的 讨论 及 引 理 可 见 Spec B 一 Spec A 是 光滑 态 射 (RTI 
亦 可 以 用 Jacobi 条 件 证 明 此 结果 , 见 参考 文献 Altman-Kleinman [AK 
80], VII, 定理 5.14, 定理 1.8). HX 
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E = Proj A[X, Y, Z|/(ZY? — 4X? + sX Z? + tZ°), 
Jil] E/Spec A 是 椭圆 曲线 . 
7.1.2 EIE c 所 定义 的 有 效 除 子 [e] 


现在 考虑 定义 7.1 中 所 述 的 概 形 S 上 的 椭圆 曲线 B/S， 先 假设 
S = Spec k, 其 中 大 为 代数 封闭 域 . 因为 是 光滑 的 , 所 以 (参见 参考 文 
HR Grothendieck 和 Dieudonné [EGA IV], 4.17) 有 开 仿 射 概 形 U c E, 
e € U, 以 及 étale AH 


g: U — A! = Spec (k[T]), 


使 得 g(e) 是 A! 的 原点 . W U = Spec A, 则 A 为 平坦 kT]. 由 于 
9 是 非 分 歧 的 , 故 


PN = 0, A = k(T]/m.. 
因此 e 处 的 切 空间 mey/m2 是 由 了 生成 的 . 由 此 推 得 : 对 于 n> 0, 有 
me/me = (T)/(T)”. 


一 一 一 


以 k[T] cry 记 多 项 式 环 kT] 在 素 理想 (T) 处 的 局 部 化 ; 以 k[T]cr, 记 相 
应 的 完备 化 环 : 

KE 四 mm = lim k(T]er/T^k(T]ary = lim k[T]/(T)” = AL 
( 即 Ei JOB SCRA). 由 序列 


0—> me/mz ——e A,/m? 一 > Aem. — 0 


的 正 合 性 (其 中 A 为 e 的 局 部 环 , 4e/me = k (代数 封闭 域 )) 以 及 


可 推出 完备 化 环 A, S kIT]. 于 是 , Ae 为 赋值 环 , T 是 它 的 素 元 , e 的 
定义 理想 Jf, 在 Ae 中 的 像 是 (T). 对 于 E 的 其 他 点 T, Be 在 Cpn 中 
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的 像 等 于 Orr 因此 Se 是 可 道理 想 层 . 这 就 是 说 , 点 e 决定 了 有 效 


RF [e]. 
对 于 一 般 的 概 形 S. 取 5 的 几何 点 s. 由 图 


s 


cn 


"E —— E 
= 
Al, 纤维 E. 的 截面 es 决定 E, 的 有 效 除 子 [e]. 由 正 合 序列 
0 — Ie — fe — 6. 一 0 
和 Ce = Os 得 到 正 合 序列 


0 — fe os k(s) — Op 8Ps k(s) 一 一 ~ Os 865 k(s) — 0 


以 及 下 面 的 交换 图 表 : 


0 —~ A. Bos k(s) ——- Op 80; k(s) — Os 80; k(s) — 0 


0 Pes Og, kis} ————» 0 
因为 E/S 是 光滑 的 , 故 存在 s 在 S 内 的 仿 射 开 邻 域 
V = Spec B, 
e 的 仿 射 开 邻 域 v 
U — Spec A, 


使 得 f(U) C V, 以 及 étale 态 射 
g: U — Spec BIT], 


使 得 g(e) 为 Spec BIT) 内 由 理想 (T) 所 定义 的 概 形 . 像 上 面 的 讨论 一 
FÉ, 我 们 得 知 .Zz。 AT 生成 . 利用 以 上 的 交换 图 表 即 知 Alu ÆU E 
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AT ER, 故 Alu 为 自由 4- 模 . 于 是 e(S) 的 定义 理想 为 可 逆 Gp- 模 , 
因此 决定 了 E/S 的 有 效 除 子 [e] (参见 6.2.2 小 节 ). 同时 可 见 , 在 5 的 
局 部 上 , 即 在 Spec Bc S 上, e(S) 的 仿 射 环 是 


B[T]/(T) = B, 
因此 e(S) 的 仿 射 环 看 做 局 部 B- 模 时 其 秩 为 1. 故 
deg([e]) = 1. 
7.1.3 ”椭圆 曲线 的 微分 


设 E ERE S 上 的 椭圆 曲线 . KEX, f: Es 5 是 光滑 态 射 . 
故 存在 截面 e 的 仿 射 开 令 域 U 及 étale 态 射 g: U — A1/5, 使 得 g(e) 
是 A! 的 原点 . 

我 们 现在 从 局 部 的 角度 来 考虑 . 设 5 = Spec A, 则 


A'/S = Spec(A[T])/S. 
因为 Qua: = 0, 由 参考 文献 Hartshorne [AG] 中 命题 8.11 知 有 满 射 : 
g' Nays —> figs. 


但 此 映射 的 两 端 均 为 S 上 的 1 秩 自 由 模 , 故 必 为 同 构 . 同样 地 , 因为 
étale 是 局 部 条 件 , 由 参考 文献 Hartshone [AG] 中 命题 8.12 便 得 出 同 
构 

Hf IÈ S aO, 


由 于 Qays = A[TJ(dT) 以 及 在 映射 FZ 一 Nes F T BRA aT, 所 
以 Ie I2 = (T)/(T?). 由 此 得 到 


/Ir = (T)/ (T^). 
以 6 记 局 部 环 Op。 的 .76- 进 完备 化 , 则 


6 = A[[T]]. 
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按 椭圆 曲线 的 加 法 , AAR a: E xs E, 满足 a(e,e) = e. 态 射 a 诱导 
出 
a* : AJIT] = 6 — 6846 = Al[T, To]]. 

类 似 地 , 椭圆 曲线 的 取 逆 运算 

i: EOE, 

Po 
Wu v: AT)  A(T]. + 
S(T, Tə) -a* (T), | (T) =i*(T). 

从 椭圆 曲线 的 群 结构 不 难看 出 , (73,73) 和 (TD) 定义 了 4 上 的 形式 
# (参见 参考 文献 Silverman [Sil 86] IV, 82). 形式 寡 级 数 环 A[[T]] 是 
多 项 式 环 AT] 关于 理想 (T) 的 完备 化 . AT) 是 完备 拓扑 环 . 可 以 定 
义 形式 概 形 Spf(Al[T]]) ( 见 参考 文献 Grothendieck 和 Dieudonné [EGA 
I], 10.1.2). &(7T,, T2) 和 (T) 使 得 Spf(A(T]]) 成 为 形式 群 . 另 一 方面 ， 
RATA DEN EXT e 的 完备 化 E ( 见 参 考 文献 Hartshorne [AG], II, 
89, 第 194 Ji). 以 上 的 讨论 说 明 : 包含 态 射 Co 一 6 诱导 出 形式 群 同 


构 
1: Spf(A[[T]]) 一 五 . 


为 Qatm = AI[T]) (OT), 所 以 对 于 weT(B,Qays), 有 
iw = F(T)aT, 

其 中 F(T) e AJT]. 假若 w 处 处 不 为 零 , 则 
F(T) e A[T]. 

所 以 存在 可 逆 元 ve AX, 使 得 


iw = (u + TIBET. 
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uT RË T, 我 们 可 以 要 求 
ww = (1 十 了 的 高 次 项 )dT. 


这 样 , w 决定 了 形式 参数 T. 反 过 来 , 选 定形 式 参 数 T, 则 上 面 的 最 后 
一 个 公式 决定 了 w. 
7.1.4 Weierstrass 方程 


本 节 推 广 域 上 的 椭圆 曲线 的 Weierstrass 方程 的 推导 过 程 . 见 参 考 
文献 Hartshorne [AG] 中 第 4 3€ 84 的 命题 4.6 以 及 Griffiths 和 Harris 
[GH 78] 中 第 2 章 81, 第 224 页 . 

像 前 面 一 样 , 截面 e 所 定义 的 除 子 [e] 的 定义 理想 记 为 Se VW 
Og([e]) 记 I1. 已 知 deg([e]) =1. 因此 E/S 的 亏 格 g 是 1. 4n>0 
时 ， 

deg(n[e]) = n > 2g — 2. 


所 以 deg(Cg(n[e]) & Qg;s) < 0. FA Grothendieck 对 偶 即 得 
R' f.(@x(nle])) = 0. 
于 是 我 们 从 正 合 序列 
0 > Og — Oz(n(g]) ^ Og(nle]) ^ 0 
的 长 正 合 序列 得 
0— f.6g > f.Og(nle]) > f.(Gg(nle])/68) > R!f.Og — 0. 


由 于 fOe = 0s 及 R! fOr 的 秩 是 1, 并 且 EB 一 5S 是 曲线 , RANES 
f«(Cz(n[e])) ERA n 的 局 部 自由 Cs- 模 . 
现在 取 S = Spec A 并 假定 6 在 A PR. 我 们 有 


H? (Ce) c H*(6g(e)) c H?(Cg(2e)) C, 
其 中 H*(6g(ne)) Æ n RAH 4- 模 . 取 ze H"(6g (2e), 使 得 


H?(6g(2e)) = A-1- Az, 


194 第 7 章 X È A 


Bt y € H*(6z(3e)), 使 得 


H'(6g(3e)) = A-1+ Az + Ay, 


则 有 
H?(6g(4e)) = A- 1+ Az + Ay + Aa’, 
H*(6g(5e)) = A - 1 + Az + Ay + Az? + Axy, 
H?(6g(6e)) = A-1+ Az + Ay + Az? + Ary + Az? 
= A- 1+ Az + Ay + Az? + Ary + Ay’. 
于 是 便 有 


y^ + azy + azy = az? + azr? + age 十 a6， 


EP a, a; € A (i =1,2,3,4,6). HF y? K x? SW [e] A 6 BRA, Pr 
EJ a — 1. Æ H*(6g(3e)) 内 可 以 换 元 : 


则 以 上 的 方程 简化 为 
y? = x? + box? + bax + bg. 


FERK: 


则 得 方程 


y? = 4T? — gox — 93, 


其 中 92,93 € A. 称 此 方程 为 E WY Weierstrass 方程 . 
如 果 我 们 从 处 处 不 为 零 的 w € T(E,Og;s) HR, 设 了 为 形式 参 
数 , 使 得 在 原点 e 附近 有 


w = (1 十 T 的 高 次 项 ) dT, 
则 由 于 z €r(E,.4;?) 以 [e] 为 2 阶 极点 , 我 们 可 取 


a=T (1+ BJ) 
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(在 前 面 选 取 局 部 坐标 时 [e] — {T = 0}). 因为 我 们 曾 作 变 元 替换 
yr 5 
MAR y = -27-3(1 + 高 次 项 ). 这 样 , z, y 就 由 w 唯一 决定 . 
由 于 亏 格 g = 1, deg(3[e]) = 29 +1 = 3, 所 以 H9(6g(3e)) 的 基 
l,z,y VUE SRA: 
o: E/S > P?/S = Proj (Z[X, Y, Z]) Xspec z S, 
t+ (x(t), y(t), 1). 
e(S)n(Z = 1) EEH E 的 Weierstrass 方程 所 决定 的 三 次 曲线 . 此 时 
恰 有 
dz 
y ”一 27-3(1 十 高 次 项 ) 
Weierstrass 方程 所 决定 的 三 次 曲线 为 椭圆 曲线 的 (光滑 ) 条 件 便 是 : 判 
别 式 A = g3 — 2793 在 A 内 可 道 . 
现在 设 有 两 条 椭圆 曲线 (E, w)/A 和 (E' u^)/A, 其 中 w, w 为 处 
处 不 为 零 的 微分 形式 . 取 形 式 参数 T, 使 得 


w = (1 十 高 次 项 ) aT". 


_ 97-3 次 项 PN 
TUA WANOdT _ (1 + 高 次 项 Jar =w. 


BEA FH 

V: (Ew) &(E'w) (Blly*w') = w). 
这 时 , T = yp*(T') 可 以 作为 形式 参数 , BHA w = (1 + 高 次 项 ) dT. 以 
(x,y) 和 (2^, y^) 分 别 记 (E, w, T) 和 (E',o', T^) 的 坐标 . 由 于 这 些 坐 标 
被 微分 形式 唯一 决定 , 我 们 得 到 

p*r =x, PY =y. 

这 就 使 得 (E,w) 与 (E',w') 的 Weierstrass 方程 完全 一 样 . 换 句 话说 ， 
车 记 (E,w) 的 Weierstrass 方程 为 


y? = 4z3 — ga (E, w)z — ga(E, 0), 
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其 中 go(E,w), ga(E,w) € A, 则 
g2(E,w) = go(E', w'), ga (E, w) = ga(E', w’). 


所 以 从 同 构 类 [Ew] RIIE (g2, g3) € A?, EIE A = g3 — 2793 Œ A 
中 可 道 . 
对 于 任意 的 (g2, gs) € A, 使 得 A = g3 — 2793 在 A 中 可 逆 , 则 


Y?Z = AX? — goX Z? 一 9323 
定义 了 以 (0,1,0) 为 原点 的 椭圆 曲线 E/A. 这 就 是 说 , E/A 可 以 写 为 
E = Proj (A[X, Y, Z]/(Y?Z — 4X? 十 go2X22 十 9323))， 


E 上 的 处 处 不 为 零 的 微分 形式 

| dX 

=>. 

在 多 项 式 环 Als, t] HS A = s? — 272. 从 以 上 的 讨论 可 以 看 出 


w 


[(E,w)/A] — Spec (Alst [=]) 
= Spec (z[s.. 5. x] zi 
= Homgch (Spec A, Spec Zls,t, a il) 


考虑 函 子 
F: (Sch faz). — Sets, 


S +> [(E,w)/S] 


以 及 仿 射 概 形 
M = Spec z|s.:, 5, il 


像 通常 一 样 , 以 hm dd Homsa( s, M). 则 有 双 射 


PSpec A: hm(Spec A) SF(Spec A). 
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以 B ERR Z[s,1, x], 现 设 
E = Proj (B[X, Y, Z]/(Y?Z — AX? + ga X Z? + g4Z?)), 


w id dX/Y. W pmm) = [(E,w)/M]. 我 们 称 M 为 模 曲线 (modular 
curve), E 一 M 为 泛 椭圆 曲线 (universal elliptic curve). KA, WR 
E/S 为 概 形 S 上 的 椭圆 曲线 , w 为 E 上 处 处 不 为 零 的 微分 形式 , WA 
在 唯一 的 态 射 6: S 一 M, 使 得 


(E,w) = P(E, w) = (E xm S, $w), 


EH Ex mS EZMEK EMA o: S> M HAAR. 于 是 我 
们 有 下 面 的 定理 : 
定理 7.2 BEF 由 仿 射 概 形 M 表示 . 


7.1.5 “椭圆 曲线 的 群 结构 与 约 化 


(1) 从 本 章 第 一 节 的 定义 是 看 不 出 椭圆 曲线 的 最 重要 的 结构 
椭圆 曲线 是 交换 群 的 . 定义 在 复数 域 上 的 椭圆 曲线 的 方程 式 是 椭圆 函 
数 的 微分 方程 , 而 椭圆 曲线 的 加 法 规则 来 自 椭圆 函数 的 加 法 , 参见 文献 
Lang [Lag 87] 中 的 Chp 1, $3. 

因为 定义 在 概 形 S 上 的 椭圆 曲线 E 是 Abel BUE, 所 以 由 《代数 
群 引 论 》( 见 参考 文献 [LCZ 06]) 中 二 篇 三 章 2 节 的 推论 3.2.2 我 们 知道 
定义 在 Noether 概 形 上 的 椭圆 曲线 是 一 个 群 概 形 . 有 了 群 结构 便 可 以 
定义 群 同 态 的 核 . 设 有 从 椭圆 曲线 4 到 椭圆 曲线 B 的 同 态 f: A 一 B, 
WW f 的 核 Kerf 可 以 看 做 B 的 单位 截面 se 的 拉 回 (pullback), 即 


Kerf = A xg S 2 S 


"| |e- 
f 


A> HB 


不 难看 出 Kerf 7 S 是 5 SHOE. 
Xx N AERA, E/S 为 椭圆 曲线 . 使 用 E/S 上 的 加 法 +， 则 
ar a+a+ -+a ŒX E 上 的 自 同 态 , WA Ne, 并 称 之 为 和 N R 
—— 


N 个 
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(multiplication by N). 以 Ey 或 E[N] 记 自 同 态 Ng 的 核 . 称 E[N]/S 
为 E/S 的 N- 扭 子 群 概 形 (subgroup scheme of N-torsion points). 这 是 
—+ S 上 有 限 平坦 群 概 形 (finite flat group scheme) 一 一 见 《 代 数 群 
引 论 》( 见 参考 文献 [LCZ 06]) 二 篇 三 章 2 节 命 题 3.2.5. 对 所 有 的 素数 
p 和 整数 n, 群 概 形 Ep] 是 椭圆 曲线 L/S 最 重要 的 算术 不 变量 . 

(2) 设 RR 是 一 个 整 环 (integral domain), K 是 R 的 分 式 域 (field of 
fraction), p 是 R 的 一 个 素 理想 . 我 们 以 Ry id R YE p 处 的 完备 化 , Ky 
id Ry 的 剩余 域 . 

B X Æ REE. 称 Xk =X xRK AX 的 一 般 纤 维 (generic 
fibre). 称 Xr, =X xn ky 为 X 在 pb 处 的 闭 纤维 (closed fibre). 

如 果 先 给 定 的 是 K 上 的 概 形 Yn, 又 若 有 RAE Y S8 Y@rK = 
Yn, 则 我 们 称 了 为 Y, 的 R- 模 型 (R-model) Y 也 被 称 为 Y, 的 扩张 
(extension) 或 拓展 (prolongation). 

又 比如 先 给 定 的 是 ep 上 的 概 形 Zo 这 时 若 有 REE Z 使 得 
Z QR ky = Zo, 则 我 们 称 Z 为 Zo 的 形变 (deformation). Z 也 被 称 为 
Zo 的 提升 (lifting). 

定理 7.3 Rk X HE pO 的 域 , Xo 是 上 上 的 椭圆 曲线 , MA 
在 特征 0 的 整 环 R RARAS R> kde R 上 的 椭圆 曲线 X, 使 得 
X Gg k ES Xo. 

这 个 定理 的 含义 是 : 特征 p 的 椭圆 曲线 必 可 提升 至 特征 0. 这 是 
Mumford 在 1968 年 证 明 的 定理 , 证 明 见 文献 Norman-Oort, Moduli of 
abelian varieties, Ann. Math. 1980: 430. 

(3) 设 R X Dedekind BH, K 为 R WARM, X, 是 光滑 分 离 
HEX K BUD, X 是 光滑 分 离 有 限 型 n BOE. 我 们 说 X 是 X 的 
Néron 模型 (Néron model), WR X 8r K = X4, 并 且 对 于 任意 光滑 
R 概 形 和 任意 K SH u: Y on K o X, SWEERSSuYx 
IEI u Qr K = uy. Néron(1964)-Raynaud(1966) 有 以 下 的 定理 : 

定理 7.4 K 上 的 椭圆 曲线 必 有 R 上 的 Néron 模型 . 

证 明 见 Bosch-Lütkebohmert-Raynaud [BLR 99], p.19, Thm.3. 
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(4) X& K 是 局 部 域 , v 为 K HARRE, Os A v 的 赋值 环 , r 
是 €, 的 极 大 理想 的 生成 元 , 剩余 域 ec 是 素 特 征 的 有 限 域 . KE A 
K 上 的 椭圆 曲线 , 则 E 的 最 小 Weierstrass 方程 定义 了 C, 上 的 概 形 
.于 是 E = E, xo, ky 就 是 E moda 的 约 化 (reduction mod , 
JL Silverman [Sil 86], VII, 81,2)， 此 时 有 两 种 可 能 : E ARA (cusp), 
此 时 我 们 说 E 有 加 性 约 化 (additive reduction), 或 E 有 半 稳 定 约 化 
(semi-stable reduction). 在 E 有 半 稳 定 约 化 时 又 有 两 种 可 能 : E 有 结 
点 (node), 此 时 我 们 说 E 有 乘 性 约 化 (multiplicative reduction), 或 E 
光滑 (BY E 有 好 约 化 (good reduction), 参见 Silverman [Sil 86], VII). 
E E 有 好 约 化 , W Elp"] = Z/p"Z (n > 1) 或 Ep] = (0); 在 第 一 种 
情形 我 们 说 有 通常 好 约 化 (ordinary good reduction), 在 第 二 种 情形 
Wit E ARA EAE (supersingular good reduction) ( 见 Silverman 
[Sil 86], VIL, V.3). 上 述 的 各 种 情形 可 以 列表 如 下 : 


1 "— 
半 稳定 约 化 -—- 
be pee 


7.1.6 ” 模 曲 线 与 泛 椭圆 曲线 


固定 整数 N > 5. 
设 S 是 Z/N] 概 形 , E/S 是 椭圆 曲线 , E[N]/S 是 E/S 的 N- 捏 
子 群 概 形 (group scheme of N-torsion points). Arig “E/S 的 一 个 T(N) 
结构 (T(N) structure) 是 指 一 个 群 概 形 同 构 : 
Z/NZ Xg Z/NZ — E[N]. 


给 出 这 样 的 一 个 同 构 实际 上 就 是 给 出 E[N](S) 中 的 两 个 点 P, Q, 使 
得 在 任 一 几何 纤维 E A, {Pr Q1} 为 EIN]: 的 基 . 55b, “E/S 的 一 
个 Ti1(N) 4449” (T1 (N) structure) 则 是 指定 E(N](S) 中 的 一 个 点 P, 使 
得 在 任 一 几何 纤维 E. A, P. 的 阶 (order) 等 于 N. 指定 这 样 的 PP 等 
价 于 要 求 P 所 决定 的 态 射 
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(Z/NZ)s > S -二 E[N] 


是 闭 浸入 (closed immersion). Bit, “E/S 的 一 个 To(N) 结构 ” (To(N) 
structure) 即 是 指定 E/S 内 的 一 个 N 阶 循环 群 概 形 G/S. 这 些 模 问 
题 都 有 解 . 详情 见 参考 文献 Katz 和 Mazur [KM 85]. 例如 , 存在 椭圆 
曲线 Ey 一 Yi(N) UR Ey 的 一 个 N 阶 点 P, 使 得 : d$ E S JG 
圆 曲线 , 已 是 五 的 一 个 N 阶 点 , 则 存在 态 射 +: S  Yi(N) 使 得 下 面 
的 交换 图 表 为 卡 氏 图 : 


(E, P) — (Ey, P) 


| 


$ —— HN) 


这 里 E=tEy, P = CP (请 留意 参考 文献 Katz 和 Mazur [KM 85] 中 
112 页 有 错 , 可 以 参看 B. Edixhoven, The Modular curves Xo(N), ICTP 
Summer School(1977) 中 的 修正 ). 我 们 称 这 样 的 Yi (N) 为 具有 [1(N) 
结构 的 模 曲线 (modular curve), 称 En 为 具有 T1(N) 结构 的 泛 椭圆 曲 
线 (universal elliptic curve). 

模 曲 线 的 一 种 推广 是 志 村 簇 (Shimura variety). 关于 这 方面 的 内 
容 可 以 参看 参考 文献 Shimura [2], Deligne [3], Langlands [1] 和 [2] 以 及 
Carayol [1]. GARNI Langlands 纲领 的 一 个 中 心 课题 . 最 近 的 
工作 见 Annals of Mathmatics Studies 从 书 中 Rapoport 和 Zink, Harris 
和 Taylor [HT 01] 以 及 Morel [Mor 10] 的 著作 . 

在 前 面 定理 7.2 的 情形 下 , 取 j = (12s)3/(s3 — 2702), WESH 

M = Spec Z|s.t, 5, x] 1, Spec Ai 
(Ai 为 Z[ 让 上 的 仿 射 直线 ) 对 于 ce M, j(c) 就 是 椭圆 曲线 E 的 
LPEE. 同样 亦 有 j- 不 变量 
j: Y(N) 2 Aba. 


作为 一 个 练习 , 我 们 证 明 以 下 的 命题 . 
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命题 7.5 RY YN) (N > 5); 4 记 仿 射 直线 Ajay 则 
j: YA 


是 固有 态 射 . 

证 明 ”我 们 使 用 固有 性 的 赋值 判定 条 件 ( 见 参考 文献 Hartshorne 
[AG], II, 84, 定理 4.7)， 我 们 现在 处 理 的 概 形 都 是 分 离 的 (separated) 
和 诺 德 的 (Noetherian)， 所 以 我 们 只 要 考虑 基 环 R 是 离散 赋值 环 的 
情形 . 

UK id R 的 分 式 域 . 设 有 交换 图 表 : 


Spec K ——— y 


NE. 


Spec R —> A 
我 们 需要 证 明 : 存在 态 射 Spec R> Y 使 得 全 图 交换 . 我 们 知道 态 射 


组 成 的 集合 . 显然 

Y(R) ^ Y(K) 
是 单 射 , 所 以 只 要 证 明 此 单 射 为 满 射 . 为 此 我 们 应 用 Y 的 定义 . 在 上 
面 的 交换 图 表 中 的 态 射 Spec K 一 Y 是 指 一 个 偶 对 (Ex, Px), 其 中 
Ex AK 上 的 椭圆 曲线 , Pk 为 Ek WIN 阶 点 . 此 图 表 交 换 的 含义 是 
j(Ex) € R. 我 们 所 需要 的 “Spec R> Y 使 得 全 图 交换 ”的 含义 是 : 可 
以 把 (Ex, Px) ERA (E, P), HP EA Spec R 上 的 椭圆 曲线 ， 


P: Spec R-E 


A ER Nr. 

我 们 先 考虑 特殊 情形 , 即 假设 Ex 有 好 约 化 (good reduction). 此 
时 Ex Æ R ER Néron 模型 8 是 椭圆 曲线 , 并 且 Er = Ex (£x 的 
定义 是 8 xR K). 余下 要 做 的 就 是 将 Pk: (Z/NZ)k > Ex 提升 
AP: (Z/NZ)p 一 8， 在 下 面 的 图 表 中 实 线 第 头 组 成 的 部 分 是 交 
换 的 : 
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A 


(Z/NZ)kC ^. gy e 


= 
一 
一 
we 
一 
一 
= 


(Z/NZ)n 


HENX, E 一 Spec R 为 固有 态 射 , 所 以 存在 态 射 (Z/NZ)r > E (图 表 
中 的 虚线 箭头 ) 使 得 整个 图 表 交 换 . 这 个 态 射 就 是 我 们 所 需要 的 P. 

现在 考虑 一 般 的 情形 ， 由 假设 有 j(Ex) €. R, 所 以 存在 有 限 扩张 
K'/K, 使 得 E(K') = Ex x K' 在 R LARA, EPR X REK 
中 的 整 闭 包 . 由 上 面 特殊 情形 的 结果 , 我 们 有 


Spec R 


Y(R)-—-Y(K) 


ay 


我 们 需要 的 是 Y(R) ^ Y(K). 这 可 由 以 下 的 引 理 所 保证 . 这 就 完成 了 
命题 7.5 的 证 明 . 口 
引 理 7.6 ik Y/ 尽 为 分 离 的 Noether 概 形 . 又 设 有 扩张 


R c kK 
lu U 
R c K 


则 在 Y(K') Adj Y(R) - Y(R)n Y(K). 
证 明 4 Y = Spec B. N Y(R’) 2 Y(K^), RE: 若 有 态 射 B 
K', WASI B R 使 得 下 面 的 图 表 交 换 : 


B-——-R 


NI 


K' 
现在 设 有 态 射 B > K, WE B>K= K. BAA Bom 使 得 
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下 面 的 图 表 交 换 : 
B— K —— K' 


| 


R’ 
这 个 B 一 R' 的 像 显 然 在 R 内 . 引 理 证 毕 . 口 
这 就 完成 了 命题 7.3 的 证 明 . 


87.2 广义 椭圆 曲 线 


7.2.1 ”广义 椭圆 曲线 


定义 7.2 ”一 个 概 形 S 上 的 曲线 (curve on a scheme S) C 是 
指 相对 维 数 不 超 过 1 的 一 个 固有 的 ， 有 限 展 示 平 坦 的 态 射 (a proper 
morphism, flat of finite presentation) C 一 S. C 的 正则 点 的 全 体 记 为 
ores, 

4 C - P! x Z/nZ, RH n JERS. 对 于 任 一 i (1 <i< n), fe 
第 i 个 和 第 i+1 个 P! 的 如 下 的 粘 合 : 将 第 i 个 Pl 的 0 截面 和 第 ;+1 
个 IP! 的 oo 截面 等 同 起 来 , 这 样 就 得 到 Spec Z 上 的 一 条 亏 格 为 1 的 
曲线 C. 

所 谓 概 形 S 上 的 Néron n- 边 形 (Néron n-gon) 就 是 上 面 的 曲线 
C/Spec Z 关于 S 5 Spec Z 的 基 变 换 Can — C x S: 


| 


— — Spec Z 


Cn 
S 


例如 , 在 复数 域 C Lb, Néron 1-ZJE n] UAR HAE y? = za — 2? 所 
定义 的 曲线 , 它 的 实 部 分 是 在 点 (m, y) = (0,0) 处 有 一 个 节点 的 连通 曲 
线 ; 而 3- 边 形 的 实 部 分 形 如 : 
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如 果 概 形 S 上 的 曲线 p: C 一 S 的 所 有 几何 纤维 是 : (1) 连通 的 、 
光滑 的 、 固 有 的 亏 格 1 的 曲线 , 或 者 是 : (2) Néron 多 边 形 , 则 称 C 是 
S 上 的 亏 格 1 的 稳定 曲线 (stable curve). 

定义 7.3 H S 上 的 广义 椭圆 曲线 (generalized elliptic curve) 
AHS 上 的 亏 格 1 的 稳定 曲线 p: CoS, 并 且 有 “加 法 态 射 

二 :CExsC—C 
fe p 的 截面 
E: S— C™8 
满足 下 述 条 件 : 
(1) 态 射 + 的 限制 
$ : Gs Xs Cres =x Cres 
使 得 CTE RAS 上 的 以 e 为 恒 等 元 的 群 概 形 ; 

(2) SH + 定义 了 群 概 形 Creg 在 C 上 的 一 个 作用 ; 

(3) 对 于 S 的 任 一 几何 点 s. 如 果 几 何 纤 维 Cs 是 Néron n- 边 形 ， 
则 任 一 ZEeCseg 在 Cs 的 不 可 约 分 支 的 “图 形 ” 上 的 作用 是 一 个 “ 旋 
转 ”， 如 下 图 所 示 : 


命题 7.7 Rp: C0C 一 5 是 固有 的 、 有 限 展 示 平 坦 的 态 射 . 则 
集合 


87.2 ”广义 椭圆 曲线 205 


(se S| CR 1 的 稳定 曲线 } 
是 S 的 开 子 概 形 . 
7.2.2 ”水平 结构 


以 Sch 记 概 形 的 范畴 . 我 们 定义 Sch LAR Me 如 下 : M 在 
S € Obj (Sch) 上 的 纤维 (.bs)s ÆA S 上 的 满足 下 述 条 件 的 广义 椭圆 
曲线 C/S 为 对 象 的 范畴 : 对 于 5 的 任 一 几何 点 5 BÀ k(s) 的 特征 不 整 
除 几 何 纤维 Cs 的 分 支 数 . Me 中 的 态 射 定义 为 : (sjs 内 的 态 射 是 S- 
同 构 ; 对 于 任 一 概 形 态 射 u: S T, 规定 (M)r 到 (M)s 的 态 射 为 : 
f£— E/T € (Mr BRA E WAE E xr S. 

可 以 验证 M. ES 上 的 光滑 的 代数 符 . 

设 n 是 在 S 上 可 逆 的 整数 (BD S 是 ZJE). 则 .Xi 给 出 几 
何 纤维 为 光滑 曲线 或 Ntron n- 边 形 的 广义 椭圆 曲线 C/3 RAR. Min 
是 Jt. 的 开 子 范畴 , 所 以 Mn) 是 Spec Z 上 的 光滑 代数 巷 . 

设 C/S 是 广义 椭圆 曲线 . 则 在 étale 拓扑 下 Os 的 分 点 C™es[n] 
局 部 地 同 构 于 (Z/nZ)?. 所 谓 C 上 的 一 个 水 平 -结构 (level n-structure) 
是 指 一 个 同 构 

a: En] >(Z/n2). 


以 ut [=| W Z[+) 上 关于 下 述 概 形 S HUE n 在 9 ETX. 此 
BE S 上 的 纤维 .bo [4] (S) 是 下 述 广义 椭圆 曲线 C/S 的 范畴 : C/S 
的 几何 纤维 是 光滑 的 或 者 是 Néron n- 边 形 , 并 且 C/S 具有 局 部 的 水 平 
n- 结 构 . 

具有 基本 重要 性 的 结果 是 : 

定理 7.8 do n23. MM, [1] E Z[1) 上 的 光滑 射影 概 形 . 

XX 7.4 HEJS 是 概 形 S 上 的 椭圆 曲线 ，N 为 正 整 数 . E/S 
上 的 (朴素 的 ) T(N)- 结 构 ((naive) T(N)-structure) 是 指 一 个 5- 群 概 
形 同 构 : 

(Z/nZ)? -> E[N]. 
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定理 7.9 RNAS bp iÉ,E/S 是 一 条 固定 的 椭圆 曲线 . SH 


子 
(Sch/S) 一 Sets, 


T 5 Br/T 上 的 T(N) 结构 的 集合 
可 被 一 个 有 限 的 étale S- 概 形 表 示 . 
以 (EU) 记 椭 圆 曲 线 的 范畴 . 
定理 7.10 ”如 果 N 23. MAF 
(Ell) 一 Sets, 
E/S 一 S- 群 概 形 同 构 (Z/nZ)? -> EIN] HRS 
"3k Z|x] 上 的 一 条 光滑 仿 射 曲线 了 (N) 表示 . 
定义 7.5 RS &—^Z|z]MUE, N ALEK BH S 上 的 
广义 椭圆 曲线 一 一 9 的 一 个 T1(N) 结构 (T1(N)-structure) 是 S-# 
概 形 的 一 个 闭 浸 入 
Z/nZ — E"*8[N], 
Th E 的 所 有 几何 纤维 的 所 有 不 可 约 分 支 都 相交 . 特别 地 , 它 给 出 一 
个 同 态 
$: Z/nZ 一 E's[N](S), 


使 得 Ereg 中 的 有 效 Cartier 除 子 
[6(a)] 


a(mod n) 
是 万 的 一 个 子 群 概 形 ; E'E(N](S) 中 的 点 O(1) 是 “ 阶 恰好 为 N 的 点 ”. 
定理 7.11 固定 一 个 Z [ 专 ]- 概 形 S. PRN 2 5, 则 将 具有 
T(N) 结构 的 广义 椭圆 曲线 分 类 的 函 子 
E/S — T(N) 结构 的 同 构 类 集合 


T X(N) 表示 , 这 个 X(N) 是 光滑 的 射影 EAR, 其 几何 纤维 
的 纯 维 数 为 1. 
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如 果 限 制 在 椭圆 曲线 范围 内 (Rp E = E8), 则 将 具有 TON) 结构 
的 S 上 椭圆 曲线 分 类 的 孙子 可 被 一 个 光滑 仿 射 曲线 


Ya(N) > Ag 


表示 , 在 这 个 了 之 下 Pol 的 正规 化 同 构 于 X! (N). 
本 节 的 结果 的 详细 证 明 可 看 参考 文献 Deligne 和 Rapoport 
[DR 73]. 


第 8 章 微分 形式 


模 形式 是 适当 的 微分 层 的 截面 .本章 我 们 将 在 三 个 范畴 , 即 微分 
流 形 , 复 解 析 流 形 和 代数 簇 内 温习 微分 层 的 一 些 性 质 . 关于 微分 流 形 
上 的 微分 层 , 读者 可 参见 参考 文献 [CC 83]; 关于 复 解 析 流 形 上 的 微分 
E, 可 参见 参考 文献 Grauert 和 Remmert [GR 84]; KF RAR EN GH 
分 层 , 可 参见 参考 文献 Griffiths 和 Harris [GH 78]. 

为 了 方便 本 章 讨 论 , 我 们 先 温习 一 下 谱 序列 理论 , 读者 可 参见 参考 
文献 李 克 正 [Li 99], 第 8 Æ, 84; Godement [God 73]. 


$8.1 谱 JF J 
复合 函 子 的 导 函 子 可 用 谱 序列 来 计算 . 本 节 我 们 简单 地 介绍 一 下 
谱 序 列 理论 , 并 引入 一 些 固定 的 记号 . 
8.1.1 ” 谱 序 列 的 定义 
Ww 为 一 个 Abel 范畴 . 
定义 8.1 oA 内 的 谱 序 列 (spectral sequence) 是 指 Obj « 内 满 


足以 下 条 件 的 两 组 对 象 {EP H"} (n, pq, reZ r2z1): 
(1) (i) {E8'9} 是 上 链 复 形 , 即 存在 态 射 


ids p,q p 二 7,q 一 7 十 1 
db: EP* — EP 


使 得 dpa nt odpa = 0; 
(ii) ES 同 构 于 {EP} 的 上 同调 , 即 有 同 构 


EP, = Ker(d?*)/Img(de-74*7-1) 


(2) 每 一 H" 有 一 个 竭尽 分 离 的 递减 滤 链 ， ATR FPH”(p € 
Z>0); 使 得 
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(i) eS FPH” > Foti An 5 ...; 
(ii) |J FPH" = H”, ( FPH" = {0}. 


p p 


8.1.2 ”收敛 的 谱 序列 


定义 8.2 ”我 们 称 EP9 WS (convergent) 于 H” ( 记 为 EP => 
A”), 如 果 以 下 条 件 成 立 : 
(1) 对 任意 的 D.q. 存在 7p,q， 使 得 对 任意 的 rZ Tp.q: 有 


d? = 0, (人 =i 


此 时 有 EPI = EP'9 .在 此 种 情况 下 ， 当 7 之 rp,g 时 , 我 们 记 EP? 为 
EP. 


(2) 存在 同 构 Ens = ppHPta/ppt!pgpta, 
8.1.3 ”塌陷 的 、 退 化 的 和 第 一 象限 的 谱 序列 


定义 8.3 ”我 们 称 {EP} Æ ro(> 1) 处 塌陷 (collapse), de X # 
在 一 个 p 或 一 个 q 使 得 ERI RETR. 即 在 {E2;9} 中 只 有 一 行 或 一 
5| 3E RA. 

FEM 8.4 fk {EP91} Æ ro 处 退化 (degenerate), 如 果 存 在 函数 
q(n), 使 得 除 q — q(n) 9b, Er ** = 0. 即 在 每 条 斜 线 p 十 q 二 nn 上 只 
一 项 Er aln) £0. 

车 Ur) 在 ro 处 退化 , 则 


H” = En-a(m)a(n), 
并 且 有 以 下 条 件 : MR qz q(n), WA Ep *« = Ez; ?9 — 0. 
定义 8.5 $k (EP) 为 第 一 象限 序列 (first quadrant sequence), 
AX {E89} 仅 当 p 之 0 Hg > HER. 
E {EP} 为 第 一 象限 序列 , W r> max(p,q 十 1) 时 , 有 


Pq — pP:4 
EP4 = EP. 
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8.1.4 ”收敛 谱 序列 的 性 质 

命题 8.1 i EPI — H^. Hj 

(1) & {E21} Ær 处 塌陷 , 则 EP = HP?+9; 

(2) $ {EP} 为 第 一 象限 序列 , 则 H^ 的 滤 链 是 有 限 的 ， 其 长 度 为 
n 41, Pp 


peg c FH” C ppm eim 
(3) RAH n> 0, 使 得 EP" -0(V0Ocq«n), ERES pc 0 X 
q«0 RA EP? —0. Rm] 35: i « n 时 ,我们 有 
EP SH: 
并 且 存在 边缘 正 合 序列 
0 一 pos 一 万 ”一 gl — mee => HH., 
(4) i&r 21. Xik p, p 满足 p 一 p 2 r. Et T4£— us pp, 有 
Ej" =0, 则 有 正 合 序列 
一 > EPn 一 > H" —— pps» y 
Ronti-p 一 > 万 "+1 —> Epi» — — ( 


(5) ikr22. 又 设 9,g' 满足 g 一 g 之 7 一 1. Ex FAE vg, 
有 EY’ =0, 则 有 正 合 序列 


++ > Er- —> g^ — En-4 4 —— 
Enti-44 一 > pni 一 > Entl-q,q — e. 
(以 上 参看 Cartan-Eilenberg [CE 56], XV, 85.) 
8.1.5 “有 滤 链 的 上 链 复 形 


命题 8.2 RK 是 一 个 有 滤 链 的 上 链 复 形 ， 则 K 决定 一 个 
谱 序 列 (BP, H”}, 使 得 H” = H^(K*) 及 EP? = H?*«(Gr"(K*)). 
È K 的 滤 链 有 界 , AA BK p(n), p_(n) 4 FOK” =0 %4 
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F-K" = K”, 则 EP? 一 > H?t4. 又 若 FOK” =K" BY s>n 
有 FsK" =0, MASH ES > H” 及 正 合 序列 


d: 
0——-E)9 —> H!—+ p) — 


EH. 
(以 上 事实 见 参考 文献 李 克 正 [Li 99], 第 8 章 , 84, 命题 4.1].) 
8.1.6 MEK 
设 {Kd du) 为 一 个 双 复 形 , 即 有 
d=0, dr=0, ddr+dnd=0. 
我 们 可 从 复 形 


eee IPIE an na TU, pol y ie) 
来 计算 HLIK”), 并 且 有 复 形 
2 — Hà (KP) “5 ga (KP) — ga (KPH) > isk, 


由 此 复 形 可 计算 HP (HA (K**)). 
BRUNE MMAR Ko 的 全 复 形 为 
{Kn = @ K”, d=d + dr}. 
pt+q=n 
我 们 称 H^(K*) A K** 的 超 上 同调 (hypercohomology), 并 记 之 
为 H^(K**). 在 K* 上 定义 第 一 滤 链 为 


Ipp gr 一 ep Kid, 
rex 


则 对 应 于 滤 链 TF*K*, 前 节 所 给 出 的 谱 序 列 (EP) 满足 


E^ = Hr (Hg (K*")). 
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同样 地 , 在 K* 上 定义 第 二 滤 链 为 


则 谱 序列 {E21} 满足 
NES" = Hr (Hg (C7). 
我 们 可 用 上 二 谱 序列 来 计算 超 上 同调 . (以 上 事实 见 参考 文献 Gode- 
ment [God 73], 84; Grothendieck 和 Dieudonné [EGA I], 第 3 册 , 11.3.2). 
8.1.7 Leray 谱 序列 存在 性 定理 
定理 8.3 KS: A> o, T : A 一 o" 为 Abel 范畴 之 间 的 
左 正 合 加 性 函 子 . 假设 s 及 c! 有 足够 的 内 射 ， 并 假设 对 内 射 对 象 
TEObjsx 有 
R°T(S(I)) =0 (vp > 0). 
则 对 任意 A € Obj A, 存在 收敛 的 第 一 象限 Leray 谱 序列 , 使 得 
EX"? = (RPT)(R*S(A)), 
并 且 
(RPT)(RIS(A)) — R"(TS(A)). 
在 导 范 畴 内 ， 式 可 简化 为 同 构 R(TS) = RToRS. 
( 见 参考 文献 李 克 正 [Li 99], 第 8 章 , 84, 定理 4.1.) 
88.2 de Rham 上 同调 


8.2.1 de Rham 复 形 与 de Rham 上 同调 群 

设 M 为 一 实 微分 流 形 . 以 AP(M,R) W M 上 次 微分 形式 空间 ， 
以 Z?(M,R) id AP(M,R) 的 闭 的 p- 形 式 子 空间 . 则 M 的 第 pz 个 de 
Rham 上 同调 群 (de Rham cohomology group) 定义 为 


ZP(M,R) 
Hos (M, B) = pis OM Ry 
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LO? dd M 上 Cee pp 微分 形式 层 (这 些微 分 形式 的 系数 是 M 上 的 
C^ 函数 ) 则 外 微分 


QP+1 


dP: OP M/R 


M/R ? 


定义 了 一 个 复 形 Mr 即 所 谓 的 de Rham 复 形 (de Rham complex). 
于 是 
A?(M,R)=T(M, r) (p20) 


并 且 
Hbr(M,R) = H*(T(M,Qg)). 
8.2.2 ”上 同调 层 


对 于 给 定 的 一 个 层 复 形 (.%",d)， 相 应 的 上 同调 层 (cohomology 
sheaf) #79(.#°*) 是 由 


Ker(d: J*(U) — XU)) 
E d X- (U) 


定义 的 预 层 的 相伴 层 . 于 是 , 对 于 q > 0, 


U 


AP (UE) =0 
当 且 仅 当 存在 M 的 开 和 覆盖 (Us), 使 得 
HIX (Ua) =0 (Va). 


8.2.3 d-Pioncaré 引 理 


5/32 8.4 (d-Pioncaré) 3 q >0 Hf, Hos (R^, R) = 0. 
由 此 引 理 我 们 有 


JE (Na) = 0 (q > 0) 和 KH (Qur) =R. 
以 Rt 记 复 形 


R—> 0—0 — 
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我 们 有 如 下 交换 图 : 


R——> 0 ——> 0 >: 


| {| 


ig la e Big 


其 中 所 有 的 垂直 箭头 均 为 包含 映射 . 由 d-Pioncaré 5| EB AT, 包含 映 
Ri: R'— Uur 是 拟 同 构 (quasi-isomorphism) ( 即 它 诱导 出 的 上 同 
调 层 的 态 射 AR) 一 2710472) ZA). 因而 它 诱导 出 超 上 同调 
的 同 构 : 
H° (M, R*) = H° (M, rr). 

8.2.4 de Rham 同 构 

层 复 形 (x*,d) 的 双 Cech 复 形 给 出 与 超 上 同调 亚 "(M, .%*) 相关 
的 两 个 谱 序 列 . 

WFR R, 上 述 的 第 一 个 谱 序列 为 
H*(M,R), 4-0, 


'E?* = H?(M, 2£* (R*)) = 
0, q»90. 


因此 
H*(M,R) = H*(M,R*). 
另 一 方面 , 由 单位 划分 可 知 
H*(M, uyr) =0, q>0, p20. 
因此 , 对 于 复 形 Ot, jn, 我们 有 
NES" = H*(H*(M, rr) 

Max Qg)) = Hbr(M), q-0, 

0, q>0. 


Hp (M) = E (M, Imr). 
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由 以 上 讨论 , 我 们 得 到 de Rham 同 构 
H*(M,R) = Heg (M). 


8.2.5 ” 复 解 析 流 形 的 de Rham 上 同调 
现 假设 X 为 一 复 解析 流 形 , 9;_ 为 X 上 的 系数 为 复 解析 函数 的 
微分 形式 层 复 形 . 在 这 种 情形 下 , 一 般 讲 来 
H*(X,0*.)-0 (p20) 


不 再 成 立 . 我 们 可 通过 在 X BAS Y = {Ua} 上 对 双 Cech BB 
(C^ (27, 0*),0,d) 的 相伴 单 复 形 的 上 同调 取 极 限 来 计算 H* (X,0%/¢). 
此 复 形 的 第 二 谱 序列 的 Ei-US 


lim H*(C* (^, QF)) = H*(X, Bo). 
由 此 我 们 得 到 


NET"? = H*(X, Q5.) => E(X, Aye). 
88.3 Gauss-Manin 联络 


KR: X oS 为 复 解 析 空 间 的 光滑 态 射 , 即 f 局 部 同 构 于 一 个 投 
Æ pr: C” x S >S. 


8.3.1 ”局 部 系统 


定义 8.6 X 上 的 一 个 相对 局 部 系统 (relative local system) 是 指 
一 个 在 X 上 的 f O-R, 它 局 部 同 构 于 fF, RP FAX LHR 
聚 解析 层 . 

X 上 的 一 个 局 部 系统 (local system) V 是 指 在 X 上 的 一 个 复 值 
向 量 空间 层 , 它 局 部 同 构 于 X 上 的 常 值 层 C. 

给 定 一 个 局 部 系统 V, 则 f*6s @cU HX 上 的 一 个 相对 局 部 系 
统 . 


210 第 8 章 微分 形式 


8.3.2 ”凝聚 解析 层 上 的 联络 


定义 8.7 和 上 的 凝聚 解析 Cx- 模 V 的 一 个 联络 (connection) 
是 指 一 个 f*Cs- 线 性 同 态 


Ve Y > Nys Dos yw. 
使 得 对 Ox 的 局 部 截面 f 及 的 局 部 截面 v, 有 
V(fv) 2 f- Vv - df: v 


( 见 参考 文献 陈省身 和 陈 维 桓 [CC 83], 第 四 章 ). 
BÀ wA Veidd wg Ve 在 下 面 态 射 下 的 像 


ys Q@cx (xs Q@cx Y) Go, Y, 
wu G(r&e)e(w^T)G&e, 


WV 定义 了 一 个 f*6s- 线 性 映射 


V: fk Dor VAs Go, Y, 
w G ee dw @e+ (—1)?w ^ Ve. 


8.3.3 ”可 积 联络 
定义 8.8 ”联络 V 的 曲率 (curvature) 指 的 是 同 态 
VoV: Y 2 ffs Go, Y. 


如 果 VoV =0, WA V 为 可 积 的 (integrable) 或 平坦 的 (flat). 
E V 是 可 积 的 , 则 复 形 


V 
Q*X/s Dox Y ( 即 0 一 y Mg e Y Gg BV >>>) 
是 一 个 微分 复 形 , 称 之 为 de Rham 复 形 (de Rham complex). 


8.3.4 水 平局 部 系统 


定义 8.9 HV X X € —4 E 3 A HY. 的 截面 HA KE 
的 (horizontal), 4» & Vv = 0. 
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命题 8.5 设 风 是 和 上 的 一 个 相对 局 部 系统 , 则 


(1) 存在 
Y = Ôx Gro, V 


上 唯一 的 联络 V, 使 得 Y 的 局 部 截面 v ARPA vV 
一 个 截面 ; 

(2) (1) 中 的 联络 是 可 积 的 ; 

(3) de Rham 复 形 Q%js Dox V AV 的 一 个 层 化 解 . 
8.3.5 ”局 部 系统 的 Gauss-Manin 联络 

定义 8.0 设 

> 427 
为 解析 空间 的 光滑 态 射 , 其 中 f 是 局 部 拓扑 平凡 的 . LAY AX 
一 个 局 部 系统 . 则 Y 的 Gauss-Manin 联络 (Gauss-Manin connecton) 
是 水 平 截面 为 RSV 唯一 的 可 积 联 络 
V: Os go, RIV > Uj Bg or RIV 

(注意 : 有 下 面 的 交换 图 表 : 


Os Qg* Or RY 


Qr Gs Or RSV 


Rif, (OX )5 Dox Y) > 05, 8o, Rif. (Qh) 5 Box V)). 
88.4  Kodaira-Spencer 映射 
8.4.1 ”微分 形式 层 
假设 X — 5 为 k 概 形 的 光滑 态 射 , 则 有 序 正 合 列 


0 —> 2*(0$,,) —> 2, — Nx/s — 0 (8.1) 


(注意 : 此 处 的 相对 微分 形式 概 形 的 复 形 Qs 不 是 Ox- 线 性 的 , 只 是 
f-16s- 线 性 的 ). 由 此 导出 正 合 序列 


0 — No STA) —> OX, — Ns —> 0. (82) 


215 第 8 章 微分 形式 


此 处 规定 : 
Q; =0, 如果, 一 ;< 0; 
V = 6». (8.3) 
由 正 合 序列 (8.1) 知 
Ker(OXA > Nys) = T" (05,). 
因此 态 射 Qj 一 9 和 7s 的 核 是 由 c*(01,) 在 OSD), 中 “生成 的 ” 微 
分 形式 层 , 事实 上 ， 
Ne Gn (bys) = Ker (Nh > 0575). 
8.4.2 ieee 
id 

FY = F' (Uye) = Img(Q057, Dox 1'(05/,) > 054). 
这 是 一 个 复 形 . 由 (8.3) AU, 如 果 n <i, 它 在 次 数 ”处 的 项 为 0. 于 是 
有 滤 链 

Aee = F?(0x,,) 2 F(03,,) D FOR) D 
由 (8.3), 有 正 合 序列 
0—— A DT (QE) D T (QS) 

— Qs, D T (QS) —> Ns OT (NS) —> 0. 
于 是 我 们 得 到 

Gr (Oky) = F*/ F**! 

= (Qk D '(05,,))/ (Qo BT (OSa) 
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8.4.3 BRB 
由 (8.3), 我 们 有 复 形 
0 — … 一 一 0 一 (0sQOxs 一 > 
a TAT L T a eA T i 
此 复 形 的 Rn, 与 下 面 复 形 的 Rir, 相等 : 
0 —> 7*(05,,) & Ns —> *(05,) 8 Ns 一 一 


即 
R?**5, (a (05,,) & CR) = Rz. (n* (05,,) & xs). (8.5) 
8.4.4 FFF 
考虑 滤 链 复 形 F(N) 所 决定 的 谱 序 列 , 由 (8.4), (8.5) 式 我 们 
有 


Ej = RPT, (Gr?) 

= RP*4 7, (T* (Qe) Gy Qs) 

= R*(1' (0$,.) Box M/s) 

= Qs, Dos RT: (05,5), 
其 中 最 后 一 步 同 构 是 根据 射影 公式 (射影 公式 成 立 是 因为 02, 为 局 
部 自由 层 , 且 复 形 

T(R) @ox Us 
上 的 微分 是 r (6s)-ETERY). 
8.4.5 de Rham 上 同调 层 的 Gauss-Manin 联络 
由 定义 , de Rham 上 同调 层 是 


Jg (X/S) = Rr. (0,5). 
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Ep? 的 微分 是 di^, 其 次 数 为 (1,0). Auk, Ep! 为 如 下 复 形 : 

aie 

0 一 -一 > HG p(X/S) 一 > Qi, Ges JE R(X/S) ———- 
di 

—— (02, 805 HBR(X/S) —> +++. 

外 积 A 定义 了 EQ 的 一 个 乘积 
Ej" x Ey — By" — Eun, 
注意 
1%, CET, HB_(X/S)c ED. 


考虑 上 面 的 乘积 在 05, x 2655 (X/S) 上 的 限制 . 设 w Ae DAA 05. 
和 2624(X/8) dE S 的 一 个 开 子 集 上 的 截面 , WA 


di" (v - e) = du -e + (-1Y'w - dte. 
由 于 (Er *,d17) 是 一 个 复 形 , 故 
di? : HBp(X/S) > VG), Bos HBR(X/S) 
是 一 个 联络 . 由 于 di? 是 由 d? 导出 的 , 故 在 复 形 (Er*, dp?) 中 有 
di^ od? =0. 


因此 q? 是 一 个 可 积 联络 . 
定义 8.11 称 上 述 的 d)" 为 Gauss-Manin 联络 (Gauss-Manin 


connection), 记 为 V. 
8.4.6 Gauss-Manin 联络 作为 上 边缘 映射 
由 定义 Gr = Fi/Fi+!, 有 正 合 序列 
0 —> Grit! —— Fi/ FH? —+ Qi — 0. 
在 此 序列 中 取 i = 0, 得 到 正 合 序列 


0—— 7'(0$,,) & Qs — F°/F? — Ox, — 0. (8.6) 
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KAT Ren. 应 用 于 上 短 正 合 序列 (8.6), 得 到 的 长 正 合 序列 中 包含 如 
下 的 上 边缘 映射 : 
Riz, (05,5) —> RH T, (n* (05,,) & Us) 
= 05), Dos RIT, (Qs). 
这 正 是 在 S 中 的 Gauss-Manin 联络 V. 


8.4.7 Hodge $F Griffiths 横 截 性 


定义 8.12 ”一 个 复 形 L' 的 Hodge HE (Hodge filtration) 定义 
为 
"o 0, <4, 
F'(I) = | 
LU jau. 
id L*[n] = Let", 这 是 一 个 第 i 次 项 为 Lit" 的 复 形 . 则 
F*(L*[n]) = Ft"(L°)[n]. 
KRT F 应 用 于 上 短 正 合 序列 (8.6), 有 
0 — 7*(0$,,) & F (0s, 5)|-1] — F (F? /F?) 


— F’ (Q5 s) —>0. (8.7) 


KAT Reo. 应 用 于 正 合 序列 (8.7) 和 (8.6), 所 得 到 的 长 正 合 序列 中 包 
含 的 上 边缘 映射 满足 如 下 的 交换 图 : 


Rn, (Ys) Qs ® RIT, (0s s) 


| | 


Ri, (F (Qs) — > Q$ ® RIT, (4-1 (X78) 


因此 有 
V(Z* RIT, (Ns) € QS D FTRT (Qs) 


(这 被 称 为 Griffiths MATE (Griffiths transversality)). 
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8.4.8 Kodaira-Spencer 映射 
短 正 合 序列 
0 —> 7*(0$,,) —> 2, —> xs — 0. (8.8) 


RET Ext, (Oy s, n*(05,,)) 中 的 一 个 元 素 . 以 Der(X/S) id X E 
从 6x 到 Ox 的 6s- 线 性 导 子 (derivation) 芽 的 局 部 自由 层 , 则 


Qs = Home, (Der(X/S), 6x). 


Home, (Home, (Der(X/S), €x), T* (05,,)) 
=H ome, (€x, Der(X/S) 8o, T* (054), 


Ext. (Qs, 7* (05,))  H' (X, Der(X/3) ox v' (05,,)). 

由 谱 序列 

RPUs(R?f,.Z) = R'(Tsof.)(7) 
的 边缘 (edge), 有 了 映射 

Ri(Tsof,)(F)— T's(R f. 9). 
由 于 RITsof.)(2) = H!(X,.Z), 此 映射 也 就 是 
H(X, F) 一 H*(S, R! f. 2). 
在 我 们 现在 的 情形 , 即 有 
Extz (V/s, 7" (Q,.)) 

= H'(X, Der(X/S) 95, 7" (05,,)) 

— H°(S, R'm, (Der(X/S) 8e, v" (03,,))) 

= H°(S, Rz, (Der(X/S) Dos 7* (Q3,))) 

= #ome,(Der(S/k), Rin, (Der(X/S))), (8.9) 
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其 中 最 后 一 步 是 由 于 有 同 构 
1), = Home, (Der(S/k), s) 
v* &w m Hom(v, w). 
这 样 , 正 合 序列 (8.8) 决定 了 (8.9) 式 的 右 端 
Home, (Der(S/k), R'm. (Der(X/S))) 


中 的 一 个 元 素 . 
定义 8.13 ” 上述 的 由 正 合 序列 (8.8) 决定 的 (8.9) 式 的 右 端 中 的 
元 素 称 为 Kodaira-Spencer 映射 (Kodaira-Spencer map). 
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§9.1 Weierstrass 理论 


9.1.1 C 上 的 椭圆 曲线 的 Weierstrass 模型 
设 L CC 是 复 平 面 C 中 的 一 个 格 . 关于 格 L 的 Weierstrass 信函 
数 定义 为 


pztr)- da 5 (o p) (r € CX L). 


leLA(0) 
4 
g2 = 92(L) = 60 > " 93 = 93(L) = 140 5 x 
leL\{0} lieL\{0} 
则 映射 
(C/L) \ (0) > A*(C), 
T e (pL(7), pL(7)) 
扩充 为 同 构 


C/L E; c P?(C), 
其 中 Er 是 C 上 的 椭圆 曲线 , 其 定义 方程 为 
Er: yz = 4g? — gozz? 一 932°. 


称 此 方程 为 Er 的 Weierstrass $82 (Weierstrass model). 
9.1.2 ”曲线 Tate, 
W qe CX (C 的 非 零 元 素 乘法 群 ), |q| <1. > 


L= Z. (2ri)+ Z -logq. 
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id 
q= ezz, 
由 覆盖 映射 
C — — — ——- E(C) 
Cx 
有 
E(C) = C*/g 


其 中 g7 = {gq™ | me Z}. 


由 
= 1 (=2mi)F A pan 
PM (ine cme a d 


可 得 Eisenstein RA go, gs 的 傅立叶 展 式 : 


又 可 得 l 
exo) = er) = (2 (t) + 5). 
其 中 w= e2tir 
c= M, yop Ge 
以 及 
el) = g'(r) = Qni) (Eu) -- 2s(u)), 
其 中 
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将 以 上 各 式 代入 
p'(T}? = 4p(7) — gap(7) — 93, 


我 们 得 到 Er (L= Z. (2i) - Z-logq) 的 方程 


s? + ts = È — bot — bs, (9.1) 
其 中 
b= bala) =5 D5 ba = bala) = Y 12 \ 
n-1 n=1 


YER: t(qw) = t(w), s(qw) = s(w). 于 是 得 到 上 面 的 覆盖 图 表 中 的 映射 


Cx > E(C), 


wr (t(w), s(w)). 

记 去 掉 点 0 的 单位 开 圆 盘 为 
AX - (qeC | 0« |g| « 1). 
我 们 得 到 一 族 椭圆 曲线 E, (q c AX), 其 方程 为 
S?U - TSU = T? — b3TU? — bU? 

((T,.5,U) 是 P(C) 的 坐标 ). 这 族 曲线 即 是 相应 于 包含 映射 

ZxAOCxA, 

(n, q) = (q^, q) 
的 Tate 曲线 : 

Tate; = (C x A*)/(Z x A*) 2 A*. 
由 于 b2(0) = b3(0) = 0, WE q = 0 时 曲线 E, 变 成 了 


s? 4- st — (9. 
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这 是 一 个 Néron 1- 边 形 . 所 以 Tatet 扩充 为 一 条 稳定 曲线 : 
Tate; > A = (q€€C | |g| « 1). 


注意 ”bo,bs € qZ[[a]. 所 以 我 们 可 以 将 Tate; 视 为 定义 在 Zila 
上 的 曲线 , 即 


Tatei/Zllq]] 
—Proj(Z[[a]][T, S, U]/(S?U + TSU — T? + boTU? + b3U?)). 


23 0< |a] « 1 时, 此 曲线 的 判别 式 为 


oo 
=a a-e" 


n 


m. 


j-^3E RON 
A f ew Mur oai " 
= malas) xs + 744+ 2, cna 
其 中 c(n) € Z. 
9.1.3 BUE 4 
以 下 几 节 将 构造 定义 在 A 上 的 在 q = 0 处 退化 到 Néron n- 边 形 
的 椭圆 曲线 (回想 第 七 章 7.2.2 小 节 中 的 模 又 M,)). 
WS 是 一 个 概 形 , t e T(S, 6s). 
1) & {zi, yihicz 为 两 组 变量 . 对 于 任 一 je Z, 令 
Uji = S[z;-1, yj]/ (z;-1y; — t), 
其 中 
S[zj-1, yj] = S xz Spec (Z[z;-1,y;]) 
(在 复数 域 C E, 这 里 的 U, 即 是 


((zj-1. uj. 4) € C x C x A | Tj—1Uj -— q}, 
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这 里 的 g 相应 于 上 面 的 t). 
(2) 借助 于 Tiyi — I 将 U3 和 Uj42 粘 合 起 来 : 在 Uii 上 有 


TYyi+1 =t. 
WR 2; €U;, 4, 则 由 于 zjy; = 1, A yj € Ua. 于 是 
zja-tyj € Uy. 
这 就 是 说 
Uja 中 zj; RAR D (U; 1 0U;,1). 
反之 , 若 上 式 成 立 , 则 由 


EET = 
T; t=y;t € U}; i. 2; i—yji €Uj 


了 
知 2;! € Uj 4. 所 以 , U; mn DH (ED Uja 的 子 集 ) 等 于 
v.a [i] &S(r,z;]| yj = taj). 
类 似 地 , U, nD, MEX Uj; MTR) 等 于 
Uj.i = = Sud zj- = tyz". 
容易 看 出 , S[z,z-!] 构成 S 上 的 乘法 群 Gmn, 它 在 映射 
zy 


FS S[y.y-!] SA. 这 样 得 到 的 S. 上 的 概 形 记 为 VI. 
说 明 1 Ese E, S 


Ti = t izo, yi =t yo, 


则 所 有 的 Uja (j ez) 都 等 同 于 


U, = s [F] izo, u] / (zov: -t)= si] [zo, £5], 
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其 中 y = tay’, t£ 0. 这 给 出 Sit") 上 的 G (在 上 一 节 的 情形 , Ax 
ERS Gf, SE Gm x AX, EE q € AX 处 t, 的 纤维 为 Gm). 

说 明 2 在 t=0 的 上 方 , 4t 是 无 穷 多 个 P! 组 成 的 链 . 这 些 p! 
以 Z 为 指标 集 , 其 中 的 第 7 个 PI 的 0 点 与 第 j++1 个 Pl 的 oo 点 粘 


U = GBjTP' -o MM) U (第 ;+1 个 Pi 一 0 截面 )， 
m; = 坐标 z U 0, 
Yj = 0 U (坐标 a)! 


(第 一 个 等 式 中 的 “U” 的 含义 是 将 该 符号 两 边 等 同 起 来 ) 如 下 图 所 示 : 


y1=0 Yo=0 zo=0 T1=0 
z4-0 y-0 
T.,99—0 Uy Ui Toy, =0 
2 
—— 


9.1.4 ER 4! 
令 Tj = U;.. 


QU; = Sizs; *]. 又 令 


i 
2 


jeZz 
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则 4, 在 下 述 态 射 下 构成 S 上 的 群 概 形 : 
Gn X Gm > Gms 
(a, b) r9: b, 
EP a-b 的 定义 为 : Sac, be T;, 则 
a-be Tiai Tij (a š b) = z;(a)zj (b). 
易 见 Gi, 的 恒 等 分 支 是 So. 
在 S/H 上 44 是 一 个 Gm, ERRARE Gm 在 S[1/4| 上 的 


乘法 . 
我 们 将 这 个 乘法 扩充 为 gt 在 SL 上 的 一 个 作用 : 


Yt x Gt 一 e 
其 在 局 部 上 的 定义 为 
Ti x U;_4 — Ui.j-i 
(a, b) — a-b, 
其 中 a.b 的 “坐标 ”为 
Zz+ji-l(a' b) = x;(a)x;-1(d), 
| Yi+;(a - b) = zi(a) 1y;(b). 
9.1.5 ”曲线 Tate; 
假设 t e T(S, 6s) BREN, g 是 9t 的 位 于 Ti (n 40) 中 的 一 个 
截面 . 则 g2 := {gi | ie Z) 作用 在 4, E. 
HOU, 的 定义 , 4 |k- 1| 22 时 
Un, QU, = 9. 
AUR n 2 2, 则 定义 7, /g^ A: 其 局 部 坐标 卡 Upa (1e Z) 以 及 这 些 坐 
标 卡 的 粘 合 同 于 9.1.3 小 节 中 的 (1) 和 (2). 再 将 与 Un Œ g € T, 
的 作用 
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Gi x gt e e 
T4 x Ui > Usu 
下 等 同 起 来 . 于 是 坐标 卡 (Ui |0 <1 < |n|} BRT 2/97. 
当 n= 1 时, 2t /92 = ( 统 ' /92Z)/(Z/2Z), 用 étale 覆盖 
Tanl” > d; Jg. 
在 9.1.4 小 节 中 所 述 的 9t 在 VL, 上 的 作用 诱导 出 Vt /g E 4t /g" 
上 的 作用 : 
| Gi [g^ x Fg — G/9". 
现在 考虑 i,/g? 在 t=0 处 的 纤维 . 设 g 是 ,= Slan ez) PH 
截面 c, = 1. 纤维 9 二 0 是 pP! 的 无 穷 序列 , 其 中 第 i 个 P! 的 0 与 第 
i 二 1 个 P! 的 oo 等 同 : 


"d e a 


再 有 , 在 9 的 作用 下 , 第 i 个 Pl 528 ien 个 P! 等 同 , 故 在 商 S/o? 
H t= 0 处 的 纤维 179/92 是 一 个 n 边 形 : 


g 在 此 n 边 形 上 的 作用 使 得 它 的 边 旋转 . 

命题 9.1 st RR tA gE T,(S), 41/9? 是 广义 椭圆 曲线 
(其 几何 纤维 是 GTO /97 (椭圆 曲线 ) 或 NEron n- 边 形 ). 

在 C 上 ,我 们 将 d /g? WA Taten > A. 
9.1.6 ZZE C/(zZ+Z) 


以 5 记 复 上 半 平 面 . 在 C x 5 上 定义 等 价 关系 “~”: 


(7, z) ^» (T + mz +n, z), m,n € Z. 
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4 6-Cx5/-. 则 投射 
fi C=(CXHl ISH 

是 相对 维 数 为 1 的 全 纯 固有 浸没 (holomorphic proper submersion). 
f TE z 处 的 纤维 为 E = C/(Zz + Z). 

H?(&,, Q0 ) 有 自然 的 基 2ridr. 这 给 出 f. (Q5) 的 一 个 平凡 化 . 

由 于 f 是 固有 的 , 光滑 的 映射 , 且 具 有 连通 的 维 数 1 的 纤维 , 可 以 
推 知 REZ 是 局 部 常 值 的 . 而 与 是 可 切 触 的 (contractable), S Ri f.Z 
是 常 值 的 . 由 拓扑 固有 的 基 变 换 即 知 


(Ri FZ) & H'(&,,Z). 
Hi(&, Z) 有 一 组 基 C1, C2: 


而 一 阶 上 同调 H (6,2) A W1(é,,Z)Y 同 构 于 Hi(&, Z), 这 
样 就 得 到 了 (RIAZ) 的 整体 的 平凡 化 , 进而 得 到 了 一 个 同 构 


a: RAZZ. 
特别 地 , 取 i 为 基点 , 则 有 常 值 层 的 同 构 
Z? =~ H (C/i Z+ Z),Z) & (RT AZ)“ 


(此 同 构 对 应 于 ie 与 RE EKARRI E). 
取 下 面 的 C1, C2 


作为 Hi(6,Z) = Hi(C/(i Z+ Z),Z) 的 基 . 则 对 于 任 一 z € 6, 有 交换 
图 表 : 
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(m, n, z) — — — (mi 4- n, z) 
Z? x $ €— — —— C x $ — (C/(iZ + Z)) x $ 


] Tx 
l^ 


Z? x $ —— Cx ý 
(m,n, z) — — (mz + n, z) 


其 中 第 一 行 是 C^? AH: v 的 定义 为 vi(yi - z,2) = (yz - 2, z), 是 Co- 
同 构 ; o 是 由 水 诱导 的 Cé- 同 构 . 这 就 给 出 了 E 上 的 一 个 复 结构 , 使 


得 C™”- 同 构 r 是 全 纯 的 . 
9 诱导 出 纤维 (G0 f.2)"), = Hi(C/(iZ+Z), 


忆 
1 


c2 


Z) 上 的 基 C1, C2: 


在 此 纤维 上 , 我 们 有 反 交 换 图 表 : 
A? H!(&,Z) -—» A272. (1,0) ^ (0,1) 
H?(é,,Z) —— —- Z 1 
事实 上 , H (6.,Z) WE c1,co 有 对 偶 基 


1 
"m nm zdy (z = a +ib). 


b 
此 时 , 我 们 在 C 中 选取 i= V—1, 使 得 在 等 同 


R? -> C((z, y) = z£ + iy) 


F, 定向 dz Ady > 0 对 应 于 1Ai> 0. 于 是 
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且 有 


1 
| a Nas - | —-dz Ady =-1, 
[7 Êz b 


即 上 面 的 图 表 是 反 交换 的 
de Rham 上 同调 与 拓扑 上 同调 之 间 通过 积分 进行 对 照 , 需要 复 流 
形 & 上 的 一 个 定向 的 选择 . 在 上 述 的 定向 下 , 图 表 


H?(&,,Z) — — — — H*(&,C) 


| pr 


Hà, (&., 2) —— Zz —— C 
是 交换 的 , 其 中 H2 (£Z) S Z, 


: H(&,C) 5C 
6; 


是 在 上 述 定向 下 计算 的 . 
C/(zZ+Z) 是 与 一 条 射影 曲线 相伴 的 复 空间 . 这 对 应 于 下 述 事实 : 
H: CxC>C, 
(w1, w2) => um (Imz > 0) 


是 一 个 正定 的 厄 米 特 型 , H XE (Z + zZ) x (Z+zZ) 上 的 值 为 整数 . 事 
XE, HB E = Img H YE ZS (2,1) 下 的 矩阵 为 


Bu 
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9.1.7 C 上 的 Tate 曲线 
与 上 一 小 节 类 似 , 在 Cx x AX 上 定义 等 价 关 系 “~”: 
(t,q) ~ (tq",gq), nez. 
$ E -C* xAx/ ~. 则 投射 
f: €=(C*% xA*/~) + A” 


是 相对 维 数 为 1 的 全 纯 固 有 浸没 . f 在 q 处 的 纤维 为 & = C/g. 
定义 9.1 上 述 的 f: E — AX AC 上 的 Tate 曲线 (Tate 
curve over C). 
由 正 合 序列 
d —À (QS ax )" RD (Qs)™ 一 > (Fix y ——— sf), 
我 们 得 到 高 次 直 像 长 正 合 序列 的 上 边缘 映射 
F0)" — R fe((QG/ax)”)- 


VEA Acs API (05 .) V. 由 上 积 (cup product)“u” 和 积分 配对 , A 
端 同 构 于 (FQ i x )9 7). 于 是 我 们 有 映射 


i Oa 
(解释 一 下 这 个 映射 : 对 于 ze (O4,.)”, c 在 映射 

(YE jer gea. v) 
下 的 像 y 是 (/101,,.)9? 上 的 映射 ， 此 映射 将 2 < OL). BO 
上 pU O 7) 此 映射 的 对 偶 是 Kodaira-Spencer 映射 

KS: (f205,4x)9* > Qux. 


我 们 通过 计算 来 证 明 
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为 此 我 们 只 要 计算 其 对 偶 映 射 , 即 证 明 
1 dt^ | 
E (F) =- 
92 


其 中 oy (72) 在 上 边缘 映射 下 的 像 .与 Tate 曲线 f: E> A 
相关 地 有 正 合 交换 图 表 : 


Z x AX —-C* x AX E 
(n,q) => (gq",g) S n 
proj 
AX 


Vo = {(to,g0) € C* x A*| laol* < Itol < laol }, 
Vi = {(t1,91) €C* x A*| la] < ls] < 1}, 
V = {(t,q) € C* x A"| jq]? < [t| < 1 1 < [t| < |g| 3). 
首先 我 们 有 映射 
V — Vo : (tq) ^ (t,q). 
我 们 又 定义 映射 V — Vv 如 下 : 
, De # lal? < Itl < |1, 
(tq,q), Æ 1< |t| < lal. 
X E Æ Vv 和 Vi AV WA. 如 果 


1< |t| < lg 3; 


则 Vo 中 的 (t.a) 粘 合 到 V; 中 的 (tq,gq). 而 在 中 (t4) 与 (tq a) 相 
等 , 所 以 此 粘 合 与 映射 Cx x AX 一 & 相 容 . 于 是 正 合 交换 图 表 


ZxAXC—-C* x AX —d& 
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给 出 一 个 同 构 


NZ 


我 们 将 用 E 作为 E 的 模型 , Y = (Vo, Vi) 是 它 的 一 个 开 履 盖 . 
在 C 上 我 们 使 用 参数 t= eT, 在 Ax 上 使 用 g = en. 则 


6 


d 
2nidT = S, 2nidz = dg 


dg; dt; 
对 于 j = 12, 0% 有 自由 Ov- 基 : A 


J 
IX 
(ai O/T. lav 
m= (2) e H(V;,(94,)”). 


OA。 有 整体 生成 元 98. 令 (H) 为 (01.) 的 整体 生成 元 , 它 
将 2 映 为 1. 它 在 Tate WREX S: 6 — AX 下 的 提升 


r((&)), e nons 
等 于 n. 注意 到 


molv = (3, 
ES 


W= (tolli <l <1}, W= (top << lt < alè} 
则 


nw = (22) 与 mlw = (52) 


q 
都 将 4 映 为 1 而 A 将 另外 一 个 基 元 素 


d(tq) 
T 映 为 0, 由 
d(tq) dt dg 
E 3 x 
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即 知 S. 映 为 -1. 于 是 , 在 
H* (Vo Vi, (QA «)V) 
= H*(W, (Ohja) & HW", (Qr, A XY) 


中 (其 中 VNV c E) 
dt) V 
m-m-(-(T) 9) 
给 出 了 Hia (47, (Qjax)”) 中 的 一 个 元 素 ( 即 上 同调 映射) 与 


dt \ 92 
(F) em", (05,4.)9?) 


TE ERA, 给 出 AY, (Qh ax)) 中 的 一 个 元 素 , 并 且 对 于 任 一 geAx 
得 到 一 个 元 素 
(- ($9.0) € H(4,, (Q5). 
回想 E E q 处 的 纤维 为 E, = C/q?, 以 及 E HF 
UY = (Vg, Vi). 
4 {9,1- 9} 是 从 属于 {Voq Vig} 的 单位 划分 , 使 得 在 [t| = 1 附近 有 
pl 
考虑 E, 上 的 Dolbeault 双 复 形 4*…. 定义 一 个 映射 
C° (Ua, Qi) > AM, 
(wo,w,1) = pwo + (1 — p)wi, 在 0 次 位 置 ， 
n = -—0e^n, 在 1 次 位 置 . 
则 映射 
H (U, Qe.) > H (Bg, (1) = H’ (Ep, C) 


将 Coch 类 (学, 0) 映 为 类 (5p ^ Ž, 0), 其 中 


3 (EW, c E, E). 


zoo, at 
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现在 应 用 Stokes 公式 , 有 


1 dt 
一 一 d A— 
2mi Ji<le<lal È G 2 
1 dt 1 dt _ 


= p ; p 
27i Itl-lg]- 3 t 2ri [t|21 t 


在 此 式 右 端 第 一 个 积分 中 v = 0, 而 在 第 二 个 积分 中 yp = 1. 这 就 完成 
了 Kodaira-Spencer 映射 的 计算 . 


—]1, 


89.2 p-adic 理论 


本 节 构 造 p-adic Tate 曲线 的 方法 主要 来 源 于 Robert 的 著作 ( 见 
参考 文献 Robert [Rob 73]). 在 Silverman 的 著作 ( 见 参考 文献 Silver- 
man [Sil 86], [Sil 94]) 中 有 另 一 种 叙述 . 

我 们 将 使 用 如 下 通常 的 记号 : 

Qp: p-adic 数 域 , 即 有 理 数 域 Q 的 p-adic 完备 化 ; 

Q,: Qp 的 代数 闭 域 ; 

C, Q, 的 完备 化 ; 

|e |p: Cp 上 的 绝对 值 , 满足 [pls = 2 

C, 既是 拓扑 完备 的 , 又 是 代数 封闭 的 . 在 这 种 意义 上 说 , Cy 与 复 
数 域 C 很 相似 . 但 是 他 们 又 有 很 大 的 差别 . 例如 , 在 上 一 节 中 , 我 们 构 
造 C 上 的 椭圆 曲线 是 从 C 中 的 一 个 格 工 出 发 的 . 但 在 C, 中 不 存在 
这 样 的 格 . 事实 上 , 假若 工 是 C, 中 的 一 个 离散 格 , OAL CL, 则 


Ip"l|5 = s/w n € Z. 


这 意味 着 点 0 的 任 一 开 邻 域内 皆 含 有 L 中 的 非 零 元 素 , 矛盾 于 工 的 
离散 性 . 
我 们 首先 构造 p-adic Tate 曲线 的 ( 半 纯 ) 函数 域 , 然后 给 出 它 的 
定义 方程 . 
设 oo 
fa) p» cix", e; € C, 


1 一 一 co 
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为 形式 罗 朗 级 数 . WR f(x) 对 于 所 有 的 
z € CX = Cp \ (0) 


皆 收 敛 , 则 称 f(x) 为 Cp 上 的 一 个 全 纯 函 数 (holomorphic function). 
两 个 全 纯 函 数 的 商 (分 母 不 等 于 0) 称 为 半 纯 函数 (meromorphic func- 
tion). 如 果 全 纯 函 数 f(z) 的 系数 c; SRT Q 的 某 个 有 限 扩张 K C 
Qp, WH f(z) 为 K 上 的 全 纯 函 数 ， 天 上 的 全 纯 函 数 的 全 体 在 通常 
的 加 、 乘 法 下 构成 的 环 称 为 K 上 的 全 纯 函 数 环 (ring of holomorphic 
functions over K), WA H(K). 自然 地 , 我 们 可 以 定义 K 上 的 半 纯 函 
数 域 (field of meromorphic functions), WA Mx. 


9.2.1 Schnirelmann 定理 


p-adic 分 析 理 论 的 基石 之 一 是 Schnirelmann 定理 , 它 是 我 们 在 本 
节 中 推理 的 出 发 点 . 为 了 叙述 此 定理 , 需要 引入 一 些 术语 . 
设 f(x) 是 C, 上 的 一 个 全 纯 函 数 ， 


f(e) = y ez" (ci € Cp). 


1 一 一 co 


又 设 z = ro 0 Æ f(z) 的 一 个 零点 (或 “ 根 ”), 即 f(z0) = 0. 考虑 
flz0)= 》 on 


i——oo 


右 端 各 项 的 绝对 值 中 的 最 大 者 . 由 于 此 式 收 和 敛 , 故 绝对 值 最 大 的 项 必 
然 只 有 有 限 多 个 . 进而 言 之 , 这 种 项 必 不 只 一 个 (否则 f(zo) = 0 与 强 
三 角 不 等 式 矛 盾 ). 

WMR f(zo) = 0, zo z 0, MFK r = |zoly 为 f(z) 的 一 个 临界 半径 
(critical radius), 称 {a EC, | jalp = r} 为 f(x) 的 (半径 为 r 的 ) 临 界 
球面 (critical sphere). 

定理 9.2 (L. Schnirelmann) ik K/Q, 为 有 限 扩 张 , f(z) € Hx. 
则 f(x) 有 如 下 的 表达 式 : 


raza TT (1-2) IL G-3) 


RH 
lalp<1 lalp>1 
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XvYceK,o€Q,- K, 4£— o 都 属于 f(z) 的 某 个 临界 球面 ， 且 
f(x) 的 任 一 临界 球面 只 含有 有 限 多 个 a. 

此 定理 的 证 明 梗概 如 下 : 设 f(z) 的 属于 同一 个 (半径 为 > 的 ) 临 
界 球面 的 所 有 的 根 为 anj j=l jr 令 


又 设 


则 h(x) 没有 临界 半径 . BI h(x) = cz". 
由 此 定理 即 知 : Mx 中 任 一 元 素 


Wj ote), AG) ek 
可 以 写成 
ra= ILG-2^ ILG-2^ 


z 
lal» «1 lalp>1 

其 中 ac K,d, € Z. 容易 看 出 , 此 式 的 右 端 具有 下 述 性 质 : 

(1) 对 于 任意 两 个 临界 半径 r <r”. 只 有 有 限 多 个 ae [rr] 使 
得 da #0; 

(2) 对 于 任意 的 a 和 任意 的 oc Gal(K/K), 3 d, — d£ ( 即 d, 在 
K 上 是 有 理 的 ). 

我 们 称 上 式 右 端 对 应 的 形式 和 》 dala) 为 f(x) 的 除 子 (divisor), 
记 为 div f. 
9.2.2 p-adic theta 函数 

& K/Q, 为 有 限 扩张 , qe K*, lg <1. 令 


Lk = (f € Mx | f(az) = f(x) (x € K*)} 
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(在 不 会 引起 混淆 的 情况 下 , LI WWA Lk). 显然 , LE 构成 Mk 的 一 
个 子 域 . 
对 于 任 一 fe L}, divf = 》 dala) 中 的 (a) 的 系数 与 (q"a) HA 


数 相等 (n c Z 为 任意 整数 ) 故 可 定义 f XE RX /gz 上 的 除 子 div,(): 


者 d d 
/a TT 0-8)" 16-3). 


lalp<1 7 Jalp>1 
Ht ac K,d, c Z, Wil 
diva(f)= M; dala). 
lal» «lal, «1 
以 div (K* /g7) 记 满足 上 小 节 末 的 条 件 (1) 和 (2) 的 K*/ 上 的 除 
子 构成 的 Abel 群 . 显然 ， 


div,(f) € dive (K* /q?). 


E f 不 是 常 值 函 数 ， 则 称 divQ(f) 为 K*/q? 上 的 主 除 子 (principal 
divisor). 

定义 9.2 GER, lap <1. 如 果 My 中 的 元 素 O(c) (HRA 
z 取 值 于 KX) 的 除 子 以 9 为 周期 , 则 称 O(x) A p-adic theta 函数 (p 
-adic theta function). 

dx 9 是 一 个 theta 函数 . 令 bi(z) = (qtr), 则 0 也 是 theta ERI 
数 . 由 Schnirelmann 定理 , 有 


0(g 1x) —61(z) = c! (-z))8(z) (ce K*, dez). 
同样 地 , 任 一 除 子 与 9 相同 的 theta 函数 9 必 可 表 为 
ga(z) = c'a*0(x). 


TÉ 
Oo(q 2) = (qx) O(g a) = (cq) ~*(—a) 702(2). 
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这 说 明 , d(e Z) UR c Æ K*/ 中 所 在 的 陪 集 都 由 0 的 除 子 唯一 决 
€, 而 与 除 子 等 于 (9) theta 函数 选取 无 关 . 由 于 divk(K*/gq?) 中 的 
任 一 元 素 d SA WEAR theta 函数 的 除 子 , 所 以 有 映射 


dı: divk(K*/g?) > Z, 


d => d(d)- d, 
和 = 
bq: divk(K*/q?) > K"*Jq, 
d 一 ġ(d) =c mod g. 

命题 9.3 BH dv 是 次 数 (degree) MA; o, 是 Abel-Jacobi 同 

a, Bp 
pa D: da(a)) = []a* mod 47. 
证 明 首先 考虑 
bolz) = [[a =- oz) [[a - 4^2). 


n>0 n20 
显然 , divv(bo) = (1). HH O0(q- x) = —x6o(x), 所 以 
da((1)) =1= deg((1)),  %4((1)) = 1 mod g”. 
对 于 任 一 ae K*, 4 balx) = bolar), 于 是 divg(.) = (a). 而 
ba(q 1z) = (aq)~*(—2)6a(z), 


故 
dq((a)) =1=deg((a)), ó4((1)) = a mod 4”. 


一 般 地 , d 
d= 》 dala) € div (K* /g?) 


(其 中 a 在 K 上 是 有 理 的 ), Wd 是 ot KRT. 由 此 得 到 
=》 dd(go)=》 da = deg(d 
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d) = IAk Ti Ta^ mod g. 口 
推论 1 F dce Divk(K*/g?) 是 主 除 子 的 充分 必要 条 件 是 
deg(d)0 A ó,(d) = 1 mod g7. 
jEit2 ita beK*, CME K* /q* 中 所 代表 的 陪 集 在 Gal( K/ 
K) FRHR. 则 存在 一 个 主 除 子 d, 其 在 a 和 b 处 的 重 数 分 别 为 
d, —1 和 dy =0. 


证 明 首先 , Frac K*, 选取 u, ve K*, 使 得 


mod gz 两 两 不 同 余 . + 
d = (a) — (au) — ((v) — (uv)). 


则 d 满足 推论 1 中 的 两 个 条 件 , 所 以 是 主 除 子 . d 即 符合 本 推论 的 要 
求 . 
车 ag K, 设 
e = [K(a) : K](2 2), 


N = Normx,(a)/K(@) = lI a? 
c:K—K 


Wd, = Y:(a7) fE K 上 是 有 理 的 , KAA e BH balda) = N. 选取 
u, v € K*, 使 得 ulw = N Hu, v, b, a? mod q? 两 两 不 同 余 , 则 


d — d, — ((e — 1)(u) + (v) 
满足 推论 1 中 的 两 个 条 件 , 所 以 是 符合 本 推论 要 求 的 主 除 子 . 
9.2.3 Riemann-Roch 定理 
像 通 常 一 样 , 对 于 d € divk(K*/gq?), 定义 


Li (d)={f EL% | divg(f) = —d}. 


L (d) 也 简 记 为 Lx (d). 
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定理 9.4 (Riemann-Roch) 设 
dc Divk(K*/q7), d = deg(d) > 0. 

则 dimx Lx(d) — d. 

WEBB ”我 们 对 d 的 次 数 d 作 归 纳 . 车 d= 1, 应 用 上 小 节 的 推论 1, 
无 妨 假定 a = (a). 再 应 用 此 推论 , 即 知 Zr((a)) =K 

现在 设 定理 对 于 次 数 小 于 d 的 除 子 成 立 . 对 于 次 数 为 d 的 除 子 d, 
4 a = ó,(d), 再 选取 be KX WA: (b) 在 d 中 的 重 数 为 0, 并 且 与 1 
和 a mod g? 都 不 同 余 . 令 d' = d — (b), 则 


d' = degd' =d-1. 
由 归纳 假设 , 有 
dimx Lx(d') — d — 1. 
易 见 Ly (d) 是 线性 映射 
Lx(d) > K, 
f = fb) 


的 核 , 故 只 要 证 明 这 个 线性 映射 是 满 射 , 即 证 它 不 是 零 映 射 . 由 上 小 节 
的 推论 1 知 ， 
(a) + (d — 1)(1) — (d) 


是 主 除 子 , HE b 处 的 重 数 为 0. REE f 的 除 子 , f eLx«(d).H 
f(b) #0. 口 
9.2.4 p-adic Tate 曲线 
WH OK 的 任 一 有 限 正 规 扩 张 K', 通过 简单 的 讨论 可 知 
Hy = Hg. K', Mig: = Mx - K5 
进而 L5, = Lt. - K'. 在 Riemann-Roch 定理 中 用 K' 代替 K, 有 


dimx’ L1, (d) = degd (degd > 0). 
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这 说 明 
IL.K-L)r 
K' 


在 K 上 的 亏 格 为 1. 而 ge K, TU Li, 同 构 于 定义 在 K 上 的 一 条 非 
奇异 的 绝对 不 可 约 的 三 次 曲线 E, 的 K- 有 理 的 函数 域 . 进一步 , 不 难 
看 出 , K*/g? 是 (在 K 上 平凡 的 ) Ly- K 的 正规 化 赋值 的 集合 . 事实 
上 , 有 下 面 的 双 射 : 

v: K*/q* > E,(K), 


a P, 


其 中 已 € EQUEC) 使 得 对 于 任 一 fe Lj K, 由 Schnirelmann 定理 所 
定义 的 f 在 a 处 的 零点 的 阶 GE a 为 f 的 极点 , 则 认为 有 负 的 零点 的 
阶 ) 等 于 f EA E, 上 的 函数 在 点 P 处 的 正规 化 赋值 . 映射 v 显然 是 
单 射 . XE v 是 满 射 : 假若 有 某 个 Pe ElK), P44Imgv, 令 K' 为 
K 上 添加 PP 的 坐标 得 到 的 有 限 扩张 , 对 K 应 用 Riemann-Roch 定理 ， 
即 知 存在 非常 值 函数 f € Lio (2(P)), 矛盾 于 9.2.2 小 节 的 推论 1. 

以 下 我 们 将 K*/ 与 EK) 等 同 起 来 . 对 于 K 上 的 任 一 有 限 扩 
张 K', 在 此 等 同 下 , 它们 在 Gal(K/ K^) 下 不 动 元 的 集合 相同 , BI 


v( K'* /q*) = E,(K’). 


特别 地 , v(K* /g?) = E,(K). 
在 9.1.2 小 节 中 , 对 于 jal < 1, 我 们 得 到 了 定义 在 Zila] 上 的 三 次 
曲线 的 方程 
s? + ts = t? — bot — bs, (9.2) 


其 中 
t= t(w) = a i -2 2, qp 


m= 一 00 m=1 


oxi. WO a lox s. APT 
i507 3, oap soy 
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oo 3 
TL 
b, = bo(q) =55 p 
n=] 


eo 5 3 n 
bag EE. 
n=1 


ME, gE K, lap < 1, 以 上 诸 式 在 K LBA. SÁÀ t(w), s(w) € 
Lt., H t(w) EJ w =1 mod q 为 二 阶 极 点 , s(w) UA w =1 mod q 为 三 阶 
极点 . 由 Riemann-Roch 定理 即 知 


Li = K(t(w), s(w)), 


FFA (9.2) 就 是 曲线 E, 的 方程 . 再 取 定 E, 的 无 穷 远 点 (对 应 于 w= 
1 mod q) 为 Op,, 则 (E;,Og,) 是 定义 在 K 上 的 (对 应 于 q 的 ) 椭圆 
曲线 , 称 之 为 K 上 的 (p-adic) Tate 曲线 ((p-adic) Tate curve), WA 
Tate]. 其 判别 式 和 j- 不 变量 与 C 上 的 Tate; 相同 , 即 


Ag, =4 |[Q - 4) 40, 


n=1 
y 1 g2 31 1 
=e Tcp TAA n 
JE, raaF) ACUIU DOLO 


nzl 
其 中 c(n) € Z. 于 是 lg, lp > 1. 
一 个 自然 的 问题 是 : 对 于 任 一 j € K, 是 否 存在 


(EK, lalp < 1, 


使 得 Tate] 的 j- 不 变量 等 于 j? 答案 是 肯定 的 , 这 可 由 下 面 的 引 理 保 
证 . 
引 理 9.5 ik K/Q, 为 有 限 扩 张 , 其 整 量 环 记 为 O, 极 大 理想 为 
M, 
fa) = E cna” € Orlie). 


n>0 
则 映射 
M \ {0} > K \ {0}, 


ze laf) 
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是 一 个 连续 的 双 射 
此 引 理 的 证 明 是 初等 的 , 读者 可 自 证 之 . 
由 于 
Q = |) K, 
[K:Q5] «oo 


所 以 此 引 理 中 的 双 射 可 以 扩充 为 控 去 点 0 的 开 圆 盘 
Ap = {x € Q,| 0 < |z|p < 1) 


到 此 圆 盘 的 外 部 {x € Q,| |zl。 > 1} 的 双 射 . 
我 们 把 以 上 的 结果 总 结 为 下 面 的 定理 : 
定理 9.6 (Tate) i K/Q, 是 有 限 扩张 ， 


qEK, 0 « |g|, « 1. 


则 

(1) Tate 曲线 E, = K*/g? 可 由 K 上 的 方程 (9.2) 定义 , 其 上 
的 K 有 理 点 EK) K*/q? 同 构 (进一步 , EK) 与 K*/ 作为 
Gal(K/ K) 模 同 构 ). 

(2) 有 双 射 

{Eyl q€ K, 0< jalp «1) 5 {j e K| Bl » 1), 
E, > j(Eq). 

4 q=0N, 与 复数 域 的 情形 一 样 , a(0) = b3(0) = 0, 曲线 E, 变 

成 了 Néron 1- 边 形 
s? 十 st — (9. 
所 以 {Tate?| q € Qp, 0 < lalo < 1) 扩充 为 一 条 稳定 曲线 ; 
Tate; > A = (Tate]| q € 4p}, 


其 中 As = (a € Q, | lal» < lk 
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所 谓 “ 模 形式 ”是 指 复 流 形 上 在 离散 子 群 作用 下 不 变 的 微分 形式 . 
作为 参考 背景 , 我 们 先 回 顾 一 下 它 的 经 典 构造 方法 . 
1. 设 G 为 实 半 单 李 群 , K 为 G 中 的 极 大 紧 子 群 , 则 


X=K\G 
为 Riemann 对 称 空间 . G 以 右 平移 作用 于 X E: 对 于 g,g' EG, 
(Kg, 9 ^ Kgg'. 


给 定 复数 域 上 的 有 限 维 向 量 空间 V. 所 谓 自 守 因子 (automorphic fac- 
tor) 是 指 满足 下 述 条 件 (BI 1- 上 闭 链条 件 ): 


p(z, gg") = u(x, g)u(zg, 9’) 
的 上 映射: X x G— GL(V). 
像 通常 一 样 , K 作为 X 中 的 元 素 常 记 为 0. 对 于 keKcG, 令 
p(k) = u(0, k), 


pu 
p: K 5 GL(V) 


是 K 的 一 个 表示 . 称 空间 G x V 内 的 两 点 (g, v) 和 (gv) 为 等 价 的 ， 
WREE ke K 使 得 


g —kg Hv -p(k):v, 


将 (9,0) 所 在 的 等 价 类 记 为 (g,v). $ F (RG x V) 为 所 有 等 价 类 
组 成 的 集合 , n((g,v)) = Kg ABH. 则 有 向 量 从 


Fx. 
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T 的 截面 组 成 向 量 空间 H9(X,.7). G 在 H9(X,.7) 上 的 作用 为 左 平 
移 . 

MERT X G 的 离散 子 群 . 以 H(X, F id H9(X,.2) PET 
作用 下 不 变 的 元 素 所 组 成 的 子 空间 . 则 H(X, F 的 元 素 一 一 对 应 于 
满足 以 下 二 条 件 的 函数 f: G5 V: 

(1) f(kg) = p(k)f(g), VkeK,geG; 

(2) f(gy) 2 f(9), Vyer,geG. 

2. 考虑 对 称 空间 X 上 满足 以 下 二 条 件 的 函数 P: X OV: 

(1) F(K-kg - F(Kg, VkeK,geG; 

(27) F(z) = n(z, y) = p(z, y) F (2:7) Vyer, zex. 
定义 

f(g) = (0, 9) F (Kg). 
不 难 验证 (1) e (1), (2) e (2’). 

3. 结论 : 我 们 有 以 下 的 一 一 对 应 关系 : 

H(X, F) {GV| f RE (1), (2)}, 
— (x -v| F RE (1), (2^), 


其 中 H(X, FE 是 几何 对 象 , G- v 是 群 表示 , 而 Xx S v 则 属于 
函数 论 的 研究 范围 . 这 就 是 说 , 几何 、 群 表示 论 以 及 函数 论 在 自 守 形式 
的 研究 中 统一 起 来 了 . 

4. 一 个 例子 . 设 G = SLQ,R), K = SOQ,R), W X 为 复 上 半 平 


面 . 令 了 = C， 
«(s d) = (ez +d. 


IERT F: X 一 V 满足 的 条 件 (2) 就 是 权 的 模 形式 定义 中 的 


b 
Ple) = (cst d) tp (825). V b r jer 


在 以 上 的 讨论 中 我 们 并 没有 考虑 NX 作为 模 空 间 的 可 能 性 . 本 章 
将 对 于 SL(2,R) 说 明 这 一 问题 . 
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以 $ 记 复 上 半 平 面 : (2 € C | Imz > 0), 以 SL(2, Z) 记 整 数 二 阶 
特殊 线性 群 : 


suz - {( . d 


SL(2, Z) 在 $ 上 的 作用 定义 为 : W 7 = ( ) z € $5, ti 


a, b, c, d EZ, ad - i-i). 


az+b 
re 


cz 十 d 
一 般 地 , WAT 记 SL(2,Z) 的 满足 以 下 两 个 条 件 的 子 群 : 
(1) [ SL(2,Z) T ] < oo; 
(2) 对 于 任 一 z € 5, {y eT 了 | yoz =z} 只 含有 单位 元 . 
D 的 标准 的 例子 如 下 : 取 定 正 整数 N > 5, 


a b 
rw (f ad ) € SL(2, Z) 


Ti(N) = {( 7 i ) € $L(2,Z) | a=1, c=0 (mod M}; 


Q 


三 大 三 二 b= e=0 (mod N)); 


C 


a b 
ne - (7 ;)esien c= 0 (mod N) }. 
显然 T(N) C T4(N) C To(N). 


EL TS dd 5 ET 作用 下 所 有 轨道 
T-z={yoz| y €T) (z € 9) 


组 成 的 集合 . 可 以 在 \5 上 定义 复 结 构 , 使 得 TO 成 为 黎 曼 面 并 且 投 
射 5 一 TI\5 为 复 流 形 的 态 射 ( 见 参考 文献 Shimura [Shi 71] 81.5). IW, 
也 常 记 为 Yr. 
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以 6s 记 5 上 的 全 纯 函 数 层 ,， 以 OL id $ 上 的 全 纯 1- 形 式 层 
(sheaf of holomorphic 1-forms). 则 Qs Ak 1 的 自由 Os: 


0$ = 6g : dz. 


对 于 


d(y o z) = (ez + d) ?dz. 
为 了 简化 以 下 的 讨论 , 我 们 进一步 假设 


E: e 以 及 MEL 
o è 01 


T 作用 在 QU (oo) 上 仅 有 有 限 个 轨道 . 任 一 这 样 的 轨道 称 为 工 的 一 
MRA (cusp). 以 Xp id Yr 与 所 有 尖 点 的 并 集 . 可 以 将 Yr 的 复 结构 
扩展 到 Xp, 从 而 使 得 Xr 成 为 紧 黎 曼 面 ( 见 参考 文献 Shimura [Shi 71] 
81.5). 因此 Xp 是 代数 曲线 . 
YRZ5x$5H8«XACx$ 
Z xf—Cx$5, 


((m, n), z) = (mz +n, z). 


以 A 记 此 嵌入 的 像 . 则 拓扑 空间 的 商 投射 T: CX 55 C x 5/A 是 局 
部 C^ 同 构 . 在 Cx 6/A 上 取 复 结构 使 得 r 为 局 部 复 解 析 同 构 . 以 8 
id C x $/A, 则 


eL 


为 复 解析 固有 态 射 ， 对 于 任 一 2 e 9, 6 := f(z) 与 复 椭 圆 曲 线 
C/Zz +Z 同 构 . 显然 
e: $46, 


z+» (0,z) 
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为 f 的 单位 截面 . 所 以 6 —5 5 是 椭圆 曲线 . 

由 C 中 的 两 个 格 A, 和 As 所 定义 的 两 条 椭圆 曲线 C/A 和 C/ A» 
同 构 的 充分 必要 条 件 是 , 存在 a © Cx 使 得 A» = aM. ( 见 参考 文献 
Silverman [Sil 86] VI, 84, 推论 4.1.1). 此 时 有 同 构 


$: C/A; > C/As, 
[r] + [ar]. 
另 一 方面 , 存在 ac C* 使 得 
Zz +Z = a(Zz! + Z) 


的 充分 必要 条 件 是 存在 y € SL(2,Z), 使 得 z = yoz, 其 中 yoz WE 
义 如 前 , 即 若 


则 


cz t d 
( 见 参考 文献 Ahlfors [Ahl 66]). 此 时 有 


Zz+Z=(cez+d)'(Zyoz+Z) 


(AA z= d(az +b) — b(ez + d), 1 = —c(az +b) + a(cz + d)). 

为 了 简单 起 见 , 我 们 以 T) id SL(2,Z). r(1) 作用 在 椭圆 曲线 
E-L E. T(1) 在 入 上 的 轨道 集合 Yro EREM. IHF > < 与 和 
yer), 有 同 构 

&, 5 es. 
故 轨道 T) oz 中 所 有 点 上 的 纤维 构成 一 个 同 构 类 (E). 这 样 便 得 到 
映射 
fray: éra) 一 Yra) 
使 得 
FLO) = (£). 
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可 以 证 明 pay /Yro 是 椭圆 曲线 . 由 参考 文献 Silverman [Sil 86], VI, 
85 知 , 它 是 Sch/C 上 的 泛 椭 圆 曲 线 . 

对 于 满足 在 本 节 开 始 所 述 的 条 件 (1) 和 (2) K ra) RITE T, 也 
可 以 同样 地 构造 椭圆 曲线 


fr: épY. 


例如 , 像 上 面 一 样 , 设 A 为 C 中 的 格 , 则 E — C/A 为 C 上 的 椭圆 曲 
2. T1) 在 A 上 的 作用 为 : 


aama ( ) wer (° MIL 
w2 e d w2 


c: Z/NZ > E, 


i w2 
wv pw moda 


Æ E BA T(N) 结构 . 通过 直接 的 矩阵 计算 可 知 : y 固定 


的 充分 必要 条 件 是 
c=0, d=1(mod N). 

这 就 告诉 我 们 : Tj(N)\5 是 具有 (N) 结构 的 复 椭圆 曲线 的 模 空间 . 

W E X CER y? = 42? — go — gs 所 定义 的 椭圆 曲线 . 又 设 A 为 
C 中 的 格 , 使 得 有 同 构 

@: C/A E. 

则 E 上 的 不 变 微分 形式 dz/y ( 见 参考 文献 Silverman [Sil 86], III, 85) 
对 应 于 C/A 上 的 dr (其 中 为 CC 的 坐标 ), BR 


ó" (dz/y) = dr 
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( 见 参考 文献 Silverman [Sil 86], VI, 84, 第 159 页 ). WAR Ao = ad, 
以 dr; (j 21,2) 记 C/A; 上 的 不 变 微分 . 则 由 同 构 
C/A, 一 C/A>， 
T — aT 
得 出 
dr? = Qd71 . 


Uf: 8 $ ENS BA, U w id f,05,,. MIFE zE 5, 
wz = H? (Ea, 0, c). # 


a b 
y= ( ) € SL(2, Z), 
e d 


则 6 = Graz. 以 dm, dT» 分 别 记 e, 和 lyo 的 不 变 微分 形式 ， 则 有 
dr = (cz + d)-!dn. 
MER H9(5,0) 中 的 元 素 z — o(z)dn, CE y 作用 下 变 为 
yoz eolyoz)dm = p(y o z)(ez + d) |dn. 
如 果 我 们 用 上 面 的 同 构 E, = Eyo: 将 E, ME. 等 同 起 来 , 则 必须 要 
求 
p(z) = e(y o z)(ez +d). 


这 就 是 说 : 若 以 wr dd Sr Ney W H?(Yr up) 的 元 素 对 应 于 满足 条 
件 


plz) - e(voz)(ez--d) ^, Vy= ( f ) € SL(2, Z) 
的 解析 函数 y: 9C. 


在 复数 域 上 亦 有 类 似 于 Deligne-Rapoport 的 结果 , 即 存 在 广义 复 
椭圆 曲线 fr: & 一 Xp, 它 是 椭圆 曲线 fe: & 一 Yr 的 扩展 . 
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以 or W ANa RU Gr 是 wr 的 扩展 . 从 局 部 坐标 的 角度 可 以 
作 如 下 的 考虑 . 由 于 工 的 尖 点 在 SL, R) WER PSS, 所 以 只 要 考 
BRA ioo， 取 充分 大 的 正 数 T. 4 Up = (26 5| Imz > Th, 
Ar = (a € C | |g) < eT} UR Az = Av \ (0), 则 有 交换 图 表 : 


2ni(e) 


Ur e cy AC AT 


| | | 


§ —— Yr— Xp 


FÆ, Ur U fico} 是 Xp 在 ioo 处 的 邻 域 . 对 于 > € Ur, 椭圆 曲线 
&, = C/Zz+Z 在 映射 ezri(") 下 的 像 为 Tate 曲线 


Tate; = C* /g? (q =e"), 


同时 6, 上 的 微分 dr (r 为 C 的 坐标 ) BRA Tate; 的 微分 dt/t (t 为 
C* 的 坐标 ,上 = e?rir). 记 


free : Tate* = (C* x A*)/(Z x A*) > A*, 


其 中 Z x A* 一 CX x A* EMA (nq) 9 (q). W at/t 可 以 看 做 
(frates)*2 Pate: /A 的 生成 元 ， 当 把 Tate'/A* 扩展 为 广义 椭圆 曲线 
Tate/A 时 , 通过 计算 知 dt/t 亦 可 扩展 为 (Frate) atea 的 生成 元 . 
由 
d(yoz)=z 及 d(yo7)= (cz+d) dr 


可 得 5$ ERU SL(2,Z)- PER C5- 模 同 构 : 
ER 一 一 ic n 
dr®2 —— dz. 
将 工 的 尖 点 对 应 的 除 子 的 和 记 为 多. 由 上 面 的 同 构 可 推出 Kodaira- 
Spencer 同 构 


og? Qk. (€). 
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为 此 , 只 要 在 个 别 的 尖 点 处 考虑 . 对 于 尖 点 ioo, 我 们 应 用 上 述 的 ioo 48 
域 上 的 局 部 坐标 . 以 了 dd wr 的 生成 元 ,在 Kodaira-Spencer 同 构 下 
n9? 对 应 于 

dg/q € H" (A$, QA;), 


而 dq/g 扩展 到 Ar 恰好 是 H? (Ar, QA,(0)) (这 里 OX (0) 中 的 0 意 
AA 中 的 零点 对 应 的 除 子 , 而 A, (0) 是 指 Ar 上 的 满足 下 述 条 件 的 
微分 1- 形 式 v 的 集合 : v 只 可 能 有 一 个 极点 0, 且 极 点 的 阶 不 超过 1). 

定义 10.1 设 大 >1 为 正 整数 .下 C SL(2,Z) 满足 10.1 节 开 始 所 
述 的 条 件 (1) 和 (2, € AT 则 定义 工 的 权 的 模 形式 
(modular form of weight k) 为 HO(Xr, o^) 的 元 素 ; 工 的 权 MAB 
XX (cusp form of weight k) 为 H°(Xp, " $4) 的 元 素 . 

24 k > 2 时 , 利用 Kodaira-Spencer 同 构 可 以 把 权 的 尖 形 式 看 
做 H°(Xp, 08? & Ok.) 的 元 素 ( 见 参考 文献 Deligne [Del 71], 定义 
2.8). 


车 y= ( b ; ) 我 们 引入 符号 j(Y,z) = cz +d. 根据 以 前 的 


讨论 , 我 们 可 以 把 Ho°(Xr,w8*) 的 元 素 视 为 满足 下 述 条 件 的 解析 函数 
p: 4 

(1) e(z) = 5(7,2) "p(y 02), Y y €T 

(2) e 是 $ 上 的 解析 函数 ; 

(3) e 可 扩展 为 X/T 上 的 解析 函数 . 这 里 的 意思 是 这 样 的 : 如 果 c 
ÆT HRA, p € SL(2,Z) 使 得 c = poioo, MRBM j(p,z)-*yp(poz) = 
eT ang” (an € C, q = e?"*) Æ q = 0 WAR AR. 这 就 是 工 
的 权 k 模 形式 (modular form of weight k for D) 的 经 典 的 定义 ( 见 陆 
洪 文 , 李 云 峰 , 模 形 式 讲 义 (1999), 87). 如 果 在 条 件 (3) 中 , 在 每 一 个 
的 尖 点 c= poioo 处 函数 (p, z) Fol o z) MRAM KRU ao = 0, 
则 我 们 说 o 是 尖 形 式 (cusp form). MA T WM k 尖 形 式 组 成 一 有 限 
维 复 向 量 空间 , 记 之 为 SLT, C). 

以 上 的 经 典 的 表达 式 是 在 选 定 了 w 的 一 个 生成 元 的 情形 下 所 得 
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到 的 . 同时 , 我 们 还 可 以 将 z 与 椭圆 曲线 6. 联系 起 来 , 从 而 导致 模 形 
式 的 几何 定义 . 具体 地 说 , 考虑 偶 对 (E, w) 的 集合 , 其 中 E-5 c Xx 
圆 曲 线 , w 为 f. Oc 的 生成 元 . 以 (E, w) id (E, w) 的 同 构 类 , 以 H 
记 所 有 (E, w) 组 成 的 集合 , 则 可 以 定义 权 的 模 形 式 为 满足 下 述 条 件 
的 函数 p : HOC: 

(1) e((E,3u)) = A-*g((E,u), VA EC; 

(2) e((Tate; , dt/t)) = b» and (a, €, dg. 


n20 


其 中 r 是 C 的 坐标 (此 定义 见 参考 文献 Katz [Kat 73]). Katz 正 是 利 
用 这 样 的 定义 发 展 p-adic 模 形式 理论 的 . 


§10.2 Hecke 算 T 


本 节 假 定 N 与 ”为 互 素 的 正 整数 . 

(1) RIMANE T(N, n) 的 模 问 题 出 发 (参看 [Del 74] 84, Prop 4.4). 
我 们 不 打算 定义 这 个 模 问题 . 但 是 我 们 可 以 从 这 个 模 问 题 的 泛 元 来 理 
f£. RAZ 

(Ey,n, PN n: G) > Y (N,n)/Q, 

其 中 Enn > Y(N, n) 是 关于 这 个 模 问题 的 泛 椭 圆 曲 线 , Pn,n 是 Ew,n 
的 PTi(N) 结构 , G 是 En 的 To(N) 结构 (Ker(Enn 一 Enn/G) 与 
PNn AX) (上 面 的 Q 可 换 为 Z[1/(Nn))). 

(2) 暂时 忘掉 G. 则 Enn > Y (N,n) 是 以 Py 为 T(N) 结构 的 椭 
圆 曲 线 . 由 T(N) 结构 的 “椭圆 曲线 一 模 曲 线 ”: 


(Ey, Pw) > Yi(N) 


的 泛 性 , 即 知 存在 唯一 的 态 射 s : Y(N,n) 一 Yi(N), 使 得 (Ey, Pw) 拉 
回 至 (Ew,n, PN,n), 即 


(Em,n, Py,n) = (s*En, s*Py). 


也 就 是 说 , 我 们 有 卡 氏 图 : 
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(3) DÀ Ei Ewn/G, DAP ig Pyn Æ E FRR (MÆ Y(N, n) 
=", Eya[N] — E[N] ). JU 
(E, P) 一 Y(N,n) 
是 具有 Ti(N) 结构 的 椭圆 曲线 . 如 前 可 知 存在 唯一 的 态 身 
t: Y(N,n)  Y(N), 
使 得 E = tEn, P= CPy, 并 且 有 卡 氏 图 : 
(En, t* Py) 


Y(N,n) (Ey, Pn) 


(4) 以 p WRI (isogeny) 
s*En = En,n 一 Enn/G =t*En. 
则 有 以 下 的 交换 图 表 ( 见 参考 文献 Deligne[Del 71]): 
e 
En Y(N, n) En 
Yi( 


s*En 


tEn 


Yı (N) N) 
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我 们 现在 可 以 着 手 定 义 Hecke ATT. 
(1) 4 N 2 5 时 , s 5 t We étale OH. 故 有 同 构 


S'Oy (myo rw 和 ty y/o  v(v;)/0- 
于 是 得 到 线性 变换 
H?(Y (N)/Q, Oy, (no @ wer ?) 
— H?(Y (N,n)/Q, Oy 4/9 Gu. ). 


(2) 如 前 所 述 , 我 们 有 同 源 Enn 一 En,n/G. 对 于 上 述 线性 变换 利 
用 o9*-? 拉 回 , 即 得 线性 变换 


H” (Y(N, n)/Q, Qv. )/Q e UP EN.) 
— H° (Y (N,n)/Q, Qinni ween): 
(3) 因为 s 是 仿 射 的 , 所 以 
QFN n)/O e ween =g" (93; «ye e wee). 
(4) 利用 投射 公式 , 有 


H? (Y (N,n)/Q, Mona DuEn ) 
= H? (Yı (N )/Q, 2 A (N)/Q 8 WER ^8 8,0y (W,n)/Q)- 


(5) 因为 s 是 有 限 局 部 自由 态 射 , 即 s. Oy.) 是 有 限 局 部 自由 
Oy, cvy BB, 故 可 以 定义 迹 映射 


trace: 8.Oy(nn) 一 Cd 
事实 上 , 局 部 地 看 , 对 于 Y UN) 的 仿 射 开 子 概 形 U, 
B = 8,6y(nn)(U) 
是 有 限 自由 A = Ano (U)-E. 于 是 任 一 be B 给 出 ARIA 


BoB: zreobz. 
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此 同 态 的 迹 就 定义 为 traceb, CHU 以 及 B 的 基 的 选取 无 关 . 利用 迹 
映射 我 们 得 到 线性 变换 
H?(Y (N)/Q, mya @ Ey” ® 5+ Oy(w,n)/) 
— H° (Y (N)/Q, Q (yj @ Ey): 
(6) 把 以 上 (1) 至 (5) 中 各 线性 变换 合成 起 来 , 便 得 到 
H*(Y (N)/Q, Qv, yg ® “Ey ”) 
的 线性 自 同 态 . 我 们 说 这 个 同 态 是 用 模 对 应 (modular correspondence) 
定义 出 来 的 . 可 以 证 明 , 此 自 同 态 将 S(N, k)/Q 映 到 自身 . 这 样 定 义 出 
来 的 S(N,k)/Q 的 自 同 态 就 称 为 Hecke BF (Hecke operator), WA 
Tn ( 见 参考 文献 Deligne[Del 71], 命题 3.18). 
W n e (Z/N)*. & (E, P) Æ (N) 结构 , 则 (E,nP) 也 是 T1(N) 
结构 . 这 样 就 定义 了 T(N) 结构 的 自 同 构 : 
Xi(N) > X(N). 
此 自 同 构 诱 导出 模 形 式 空间 的 所 谓 钻石 算 子 (diamond operator), 记 为 
(n). Bp 是 按 几何 定义 的 Ti(CV) 的 权 的 模 形式 , 则 
(np(C/Zz+Z, 1/N, dr) = e(C/Zz +Z, n/N, dr). 


取 
g= ( . j | € SL(2, Z), 
使 得 
n! x 
g= ( ) (mod N), 
0 nmn 
则 


p(C/Zz+Z, n/N, dr) 
= q(C/(az + b)Z + (cz + d)Z, (cz 4- d)/N, dr) 
= e(C/Z(g o z) -- Z, n/N, (ez +d)dr) 
= (ez + d)" (g o z), 
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这 与 经 典 的 定义 一 致 . 另外 ， 
e(C/Zz -- Z(1/p), 1/N, dr) = e(C/Zpz + Z, p/N, (1/p)dr) 
= p* (p)p(C/Zpz + Z, 1/N, dr). 


考虑 三 元 组 (E, P, w) 组 成 的 集合 , 其 中 ps 为 概 形 S ERR 
圆 曲线 , P: (Z/NZ)s > E JN T(N) 结构 , w 为 f. Os 的 生成 元 . 用 
模 形式 的 几何 定义 , 把 H Yni w) 的 元 素 与 此 集合 上 满足 下 式 
的 函数 p 对 应 起 来 : 


y(E, P, Aw) 2 A*e(E, P, w), VAeC*. 
由 前 面 Hecke 算 子 T, 的 定义 , 有 
Top(E, P, w) =p"! Y Po(B/G，Pmod G, zw), 
其 中 》 是 对 于 所 有 满足 以 下 条 件 的 G 求 和 : 
GC Elp], GN(P)={0}, #G=p; 
fc Æ rc : E> E/G 的 对 偶 态 射 . € p REN 的 因子 , 由 于 
&(E, P, (1/p)w) = p f(E, P, w), 

我 们 有 

Toe(C/Zz FZ, x dr) = = e(c/zz +Z, x dr), 


其 中 》 是 对 于 所 有 满足 以 下 条 件 的 GRH: 


2 ze(c/zz+2(5)， HE 


o( 2) c p? (P)o(p2). 
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这 正 是 经 典 的 Hecke 算 子 T, 的 公式 ( 见 陆 洪 文 , 李 云 峰 , 模 形 式 讲 义 
(1999)). 
通过 以 上 的 讨论 我 们 了 解 了 模 形 式 理 论 的 几何 背景 . 


810.3 Hecke 算 子 的 特征 值 


我 们 简单 介绍 Ramanujan 猜想 的 证 明 . 详 见 [Del 71], [FK 88]. 请 
注意 , 这 两 个 参考 资料 是 没有 把 困难 技术 细则 说 清楚 的 . 
(1) SL(2, Z) AM 12 的 尖 形 式 


Ramanujan 猜想 (Ramanujan conjecture): 对 素数 p 有 以 下 估 值 
Ir(p)| < 2p? . 


后 来 发 现在 尖 形 式 空间 上 有 Hecke 算 子 Ty. 这 个 尖 形 式 A(z) 是 
算 子 T, 的 特征 向 量 , T, 的 特征 值 , 即 是 


T,(A(z)) = T(p)A(z). 


这 样 , 这 个 猜想 变 为 问 Hecke 算 子 的 特征 值 的 估 值 . 以 下 我 们 假设 p 不 
是 N 的 因子 . Æ p| N 时 的 证 明 是 用 不 同方 法 的 . 

(2) 固定 正 整数 N > 5. WE E ARAMA, 选 定 上 的 一 个 NN Bt 
点 P. 存在 模 概 形 

Yi(N) Spec Z H ; 
把 (E, P) 这 样 的 结构 的 同 构 类 分 类 . 这 个 模 问 题 的 解 是 一 条 泛 椭 圆 曲 
线 
f:ES Yi(N). 

由 此 得 出 复 流 形 映射 (用 GAGA-Serre[Ser 56]) 


en : Ike" -— Yı (N). 
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考虑 右 导 直 像 k 次 对 称 宕 
go = Sym" (R' (f*"), (Z)). 


我 们 以 Hi 记 紧 文 上 同调 (cohomology of compact support, [SGA 
4-3, Exp XVII]). 我 们 以 A! iB RBH HI  H' 之 像 (image). 

Shimura 同 构 . 设 T 为 模 形式 空间 Sk+? 上 的 Hecke HF T, 或 
(n) (n 5 N BR). 以 模 对 应 所 构造 作用 在 AY (N), 99"). 上 相对 
于 了 的 算 子 记 做 人. 则 有 向 量 空间 同 构 


Se+2(T1(N), C Ska (T1 (N), C) = A (Yi (N), 9") @C, 


使 T@1 MMF Tet. 这 里 我 们 以 + IESE (complex conjugate). 
证 明 见 Shimura [Shi 71]. 

我 们 用 T 记 由 所 有 Sk 上 的 Hecke BF RBH ERM ET 
M IA, FH T dd A(N), 9%") 上 的 算 子 环 . Shimura 同 构 告诉 我 
AT TAR Sp+2(T1(N),C) 45 TAR HT (Y (N "n, 9%") 的 关系 . 

到 此 Ramanujan 猜想 被 转化 为 作用 在 上 同调 上 用 几何 定义 的 
Hecke 算 子 了 的 特征 值 的 估 值 . 

(3) 以 E, iE p 个 元 的 有 限 域 . DLE, 记 它 的 代数 闭 域 . 从 泛 椭 圆 有 


fg, :EGFE,—Yi(N)GF,. 
取 素 数 1 关 p. 以 étale 上 同调 群 所 定义 的 Qi- 向 量 空间 为 


lim Hé (Yi (N) @ Fp, Sym" (R' (fs, )x(Z/I"Z)) 8 Qu, 


我 们 记 做 HYN) 8 Fp 2). 同样 可 得 AYN) & F5, 4). 按 étale 
上 同调 比较 定理 (SGA 4-3, Exp. XI) 可 得 


H(Y (N) ® F,, %) = H' (Y (N)^^, 9%”) & Q. 
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这 样 我 们 现在 的 问题 是 : 用 几何 定义 的 Hecke ATE /- 进 向 量 空 
间 AYN) @ Fp 4.) 的 特征 值 的 估 值 . 为 此 我 们 选 定 一 个 从 Qu 的 代 
数 闭 域 Q 到 复数 域 C 的 单 射 Q 一 C. 

(1) Galois 群 Gal(F,/F,) 作用 在 概 形 页 (N) SF, E. 这 便 得 到 向 
量 空间 AY (N) @F,,%) 上 的 Frobenius 同 态 F,. 在 这 个 空间 上 有 
Eichler 同 余 公 于 


det(1— T,t + (p)p* ! t?) = det(1 — F,t) det(1 — (5) F ! p^ ^^t). 


证 明 见 [Del 71], Thm 4.9. 

(2) 余下 一 步 便 是 使 用 Deligne 所 证 明 的 推广 Weil 猜想 ([Del 74], 
Pub IHES 52, [FK 88], Chap IV, §5, Cor. 5.3) 推出 在 向 量 空间 A (Y (N) 
SF, A) 上 线性 变换 F, 和 (p) E, prt 的 特征 值 A 的 绝对 值 是 


A =p. 
我 们 得 到 这 样 的 结论 : Wk > 2, p 为 素数 , p 不 是 N 的 因子 , T, AR 
形式 空间 S.,5(T1(N)) 上 的 Hecke CT, (p) 为 钻石 算 子 . 取 多 项 式 
det(1— Tt + (p)p**1t?) 


的 因子 分 解 TI(1 — A50, 则 所 有 A; 为 代数 数 , 并 且 它们 的 绝对 值 是 


k+1 


|A|=p?. 


Ramanujan 猜想 是 k = 10, N = 1 的 情形 . 这 时 dim S12(SL(2, 
Z= 


Ahl 66 
AK 70 


[AK 79] 


AK 80] 


[Art 62 
[Art 691] 


[Art 69 


[Art 70] 


[Art 71] 
[Art 74] 


Ash 10] 


[Bai 70] 


[Ben 67] 


BBD 82] 


Ber 74] 


BK 86] 


[Bor 91] 
[BLR 99] 
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(以 中 文 拼音 字母 为 序 ) 
中 文 名 词 英文 名 词 页 码 
1- 胞 腔 1-cell 111 
LAH 1-morphism 111, 137 
1- 自 然 的 1-natural 116 
2- 伴 随 2-adjunction 117 
2- 胞 腔 2-cell 111 
2- 范 畴 2-category 111 
2- PIF 2-functor 116 
2- 态 射 2-morphism 111,137 
2- 自 然 变换 2-natural transformation 116 
2- 自 然 的 2-natural 117 
(2,1)- 358g (2,1)-category 113 
étale 上 同调 群 étale cohomology group 108 
étale 拓扑 étale topology 57 
2- 型 图 表 diagram of type X 13 
A 
Abel 范畴 abelian category 32 
Abel 概 形 abelian scheme 186 
Amitsur 复 形 Amitsur complex 76 
B 
半 纯 函数 meromorphic function 240 


半 纯 函数 域 field of meromorphic functions 240 
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伴随 关系 
伴随 映射 
标准 单纯 复 形 化 解 


标准 自由 化 解 ( 环 态 射 的 ) 


标准 自由 化 解 ( 模 的 ) 


表示 ( 函 子 的 ) 


次 数 
粗 模 空间 


de Rham 复 形 

de Rham 上 同调 群 
(由 对 象 ) 代表 的 函 子 
代数 的 (8) 

代数 空间 

代数 族 

单纯 层 

单纯 对 象 

单纯 复 形 
单纯 环 态 射 


adjunction 

adjunction map 

standard simplicial resolution 
standard free resolution 

(of ring morphism) 

standard free resolution 

(of module) 


representation (of a functor) 
C 


sheaf 

sheafification 

constant functor 
constant group scheme 
hyperplane bundle 
hypercohomology 
Chern class 

divisor 

degree 


coarse moduli space 
D 


de Rham complex 

de Rham cohomology group 
representat able functor 
algebraic(stack) 

algebraic space 

algebraic family 

simplicial sheaf 

simplicial object 

simplicial complex 


simplicial ring homomorphism 


213, 


141 
211 
170 
241 


单位 

导 范 畴 

等 价 (范畴 的 ) 
等 价 的 

等 价 的 ( 态 射 ) 
底 范畴 
第 一 象限 序列 
典范 拓扑 
典范 下 降 资 料 
Š 
Bit) 2 范畴 
定向 图 
短 正 合 序列 
对 称 张 量 积 
对 称 积 

对 偶 化 层 
WR 


fppf 态 射 
fpqc AH 

反 变 函 子 

反 极限 

反 向 系统 

反 向 族 

泛 的 (形式 形变 ) 
泛 除 子 
泛 椭 圆 曲 线 
泛 有 效 满 身 
泛 元 

范畴 
范畴 上 的 范畴 


unit 

derived category 
equivalent (of categories) 
equivalent 

equivalent (morphism) 
underlying category 

first quadrant sequence 
canonical topology 
canonical descent datum 
stack 

2 category of stacks 
oriented graph 

short exact sequence 
symmetric tensor product 
symmetric product 
dualizing sheaf 

object 


F 


fppf morphism 

fpqc morphism 
contravariant functor 
inverse limit 

inverse system 


inverse family 
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universal (formal deformation) 


generic divisor 


universal elliptic curve 


universal effective epimorphism 


universal element 
category 


category over a category 
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94 

125 

185 
197,200 
55 

8 

1 

17 
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非 分 歧 
分 式 范畴 
复线 从 
复 形 
复 形 范畴 
复 形态 射 
覆盖 

赋 环 空间 
赋值 


Gauss-Manin 联络 
T(N) 结构 

T(N) 结构 (朴素 的 ) 
To(N) 结构 

Ti(N) 结构 

Ti(N) 结构 
Grassmann 函 子 
Griffiths 横 截 性 
Grothendieck 拓扑 
概 形 范畴 

概 形 性 的 

高 次 象 

光滑 

广义 椭圆 曲线 
归纳 极限 


Hecke 算 子 
Hilbert 多 项 式 
Hilhert 孙子 
Hodge 滤 链 


unramified 
fractional category 
complex line bundle 
complex 

complex category 
complex morphism 
covering 

ringed space 


evaluation 
G 


Gauss-manin connecton 
T'(N)-structure 
T'(N)structure(naive) 
Do(N)-structure 

T4 (N)-structure 

T4 (N)structure 
Grassmann functor 
Griffiths transversality 
Grothendieck topology 
category of schemes 
schematic 

higher image 

smooth 

generalized elliptic curve 


inductive limit 
H 


Hecke operator 
Hilbert polynomial 
Hilhert functor 
Hodge filtration 


217, 


142, 


130 
36 
170 
39 
39 
39 
54 
168 
117 


220 
199 
205 
200 
200 
206 
161 
221 

54 

20 
134 
106 
130 
204 

16 


261 
144 
139 
221 


( 共 变 ) 函 子 
ATAN 


AT (由 一 个 对 象 ) 代表 


合成 

核 
厚 子 范畴 
互 换 法 则 


积 

基 变 换 

基 变 换 (ER T.) 
极 丰 的 

极限 

加 细 

加 性 范畴 

加 性 函 子 

尖 形 式 
交换 层 
交换 群 对 象 
交换 预 层 
阶层 
紧 支 上 同调 
局 部 化 函 子 
局 部 化 系 

局 部 系统 
局 部 有 限 展示 
绝对 Picard 群 
均衡 子 


Kodaira-Spencer 映射 


& i Es 


(covariant) functor 

functorial morphism 

functor represented (by an objict) 
composition 

kernel 

thick subcategory 


interchange rule 
J 


product 

base change 

base change (functor) 

very ample 

limit 

refinement 

additive category 

additive functor 

cusp form 

abelian sheaf 

abelian group object 
abelian presheaf 

stratum 

cohomology of compact support 
localization functor 
localizing system 

local system 

locally of finite presentation 
absolute Picard group 


equaliser 
K 


Kodaira-Spencer map 


277 


t2 00 AÀA C2 


15,30 
34 
113 


15 
18 
66 
143 
13 
60 
30 
30 
257 
91 
22 
91 
151 
109 
36 
36 
215 
125 
178 
14 
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卡 氏 态 射 
卡 氏 图 
FRA 

可 表 的 (5) 
可 表 函 子 

可 积 的 (联络 ) 
up 

空 积 

EL: 

扩充 


满族 
模 对 应 
模 曲线 


Néron 模型 
Néron n- 边 形 
N- 扭 子 群 概 形 


cartesian morphism 
Cartesian diagram 
open immersion 


representable (stack) 


representable functor 


integrable (connection) 


invertible sheaf 
empty product 
genus 


extension 
L 


choice of pullbacks 
pullback functor 
connection 

critical radius 
critical sphere 
zero object 


zero morphism 
M 


M-sheaf 
M-topology 
m-regular 


surjective family 


modular correspondence 


modular curve 
N 


Néron model 


Néron n-gon 


group scheme of N-torsion points 


216 

141, 168 
21 

177 

132 


20 
20 
216 
240 
240 
29 
29 


59 

55 

145 

56 

261 
197,200 


198 
203 
199 
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挠 子 torsor 131 
内 射 分 解 injective resolution 42 
HE glue 52 
拟 紧 的 (AH) quasi-compact(morphismy) 56 
拟 同 构 quasi-isomorphism 40 
wR inverse image 107 

P 
Picard 函 子 (相对 的 ) Picard functor (relative) 179 
Picard # Picard group 168 
p-adic theta 函数 p-adic theta function 242 
BEA cleavage or cleaving 20 
平凡 的 下 降 资 料 trivial descent datum 74 
平坦 的 ( 模 ) flat (module) 75 
平坦 的 (ASH) flat (morphism) 56 
平坦 的 ( 态 射 , 在 一 点 处 ) flat (morphism at a point) 56 
平坦 的 (联络 ) flat (connection) 216 
平坦 化 阶层 flattening strata 151 
FERT translation functor 39 
平展 étale 130 
谱 序 列 spectral sequence 208 
Q 

强 卡 氏 态 射 strongly cartesian morphism 18 
强 拟 射 影 的 strongly quasi-projective 179 
强 射 影 的 strongly projective 179 
全 纯 函 数 holomorphic function 240 
全 纯 函 数 环 ring of holomorphic functions 240 
全 的 (形式 形变 ) versal (formal deformation) 125 
全 的 (ET) full (functor) 5 
全 忠实 的 fully faithful 9 
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Mk 的 尖 形 式 
权 的 模 形式 
曲率 

曲线 ( 概 形 上 的 ) 
曲线 Tatei 
BUR 

群 范畴 
群 概 形 
群 函 子 
群 函 子 同 态 
PEE 

PEA 
群 胚 纤维 范畴 


Ramanujan 猜想 


Schlessinger 定理 
Serre 子 范畴 
5- 空 间 

S-& 

S-F 

商 

商 对 象 

商 范畴 

上 闭 链条 件 
上 单纯 复 形 
上 同调 

上 同调 层 


full subcategory 

weight 

cusp form of weight k 
modular form of weight k 
curvature 

curve (on a scheme) 
curve Tatel 

group object 

category of groups 

group scheme 

group functor 
homomorphism of group functors 
groupoid 

stack in groupoids 


category fibred in groupoids 
R 
Ramanujan conjecture 


S 


Schlessinger theorem 
Serre subcategory 
S-space 

S-stack 

S-groupoid 

quotient 

quotient object 
quotient category 
cocycle condition 
cosimplicial complex 
cohomology 


cohomology sheaf 


176,203 
226 

21 

22 

25 

23 

23 

136 

136 

136 


263 


123 
34 
134 
137 
136 
28 
30 
35 
74 
105 
104 
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上 同调 平坦 的 
射影 从 

射影 空间 从 

始 对 象 

收敛 的 ( 谱 序 列 ) 
水 平 的 (截面 ) 
水 平 合成 

水 平 n- 结 构 

竖 直 合成 


Tate 曲线 (C 上 的 ) 


(p-adic) Tate 曲线 
塌陷 的 ( 谱 序列 ) 
ASH 

态 射 (E) 
同 构 (范畴 的 ) 
同 构 的 (Æ) 
投射 表 出 

投射 极限 
投射 可 表 的 
投射 可 表 函 子 
退化 的 ( 谱 序 列 ) 
椭圆 曲线 


Weierstrass 模型 
稳定 曲线 

无 缘 并 

无 穷 小 加 厚 

无 穷 小 形变 
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cohomologically flat 
projective bundle 

projective space bundle 

initial object 

convergent (spectral sequence) 
horizontal (section) 

horizontal composition 

level n structure 


vertical composition 
T 


Tate curve over C 

(p-adic) Tate curve 
collapsed (spectral sequence) 
morphism 

morphism (of stacks) 
isomorphism (of categories) 
isomorphic (stacks) 
pro-represent 

projective limit 
pro-representable 
pro-representable functor 
degenerate (spectral sequence) 


elliptic curve 
W 


Weierstrass model 
stable curve 

disjoint union 
infinitesimal thickening 


infinitesimal deformation 


281 


179 
157 
157 

29 
209 
216 
112 
205 
112 


226 
247 
209 
1,90 
137 

3,4 

137 

123 

14 
123,124 
124 

209 

187 


224 

204 

59 

131 
122,124 
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细 模 空间 

下 降 模 

下 降 态 射 

下 降 资 料 

下 降 资 料 (对 象 的 ) 
下 降 资料 (BERI) 
下 降 资 料 的 态 射 
下 降 资 料 范畴 
纤维 

纤维 范畴 
纤维 积 (范畴 的 ) 
纤维 积 ( 态 射 的 ) 
线性 等 价 的 (RF) 
相伴 素 理想 
相对 概 形 
相对 局 部 系统 
相对 可 表 的 

像 

像 ( 函 子 的 ) 

小 范畴 

小 扩张 

形变 
形式 地 非 分 歧 
形式 地 光滑 
形式 地 平展 
形式 形变 


Yoneda 引 理 
雅 可 比 


X 


fine moduli space 

descended module 
morphism of descent 
descent datum 

descent data (of object) 
descent data (of module) 
morphism of descent data 
category of descent data 
fibre 

fibred category 

fibred product (of categories) 
fibred product (of morphisms) 
linearly equivalent (divisors) 
associated prime ideal 
relative scheme 

relative local system 
relatively representable 
image 

image (of a functor) 

small category 

small extension 

deformation 

formally unramified 
formally smooth 

formally étale 


formal deformation 
Y 


Yoneda lemma 


Jacobian 


123 
132,133 
130 
130 
130 
122,124 
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TERT EIR 

要 满 函 子 

要 像 

有 下 界 

有 限 平坦 群 概 形 
有 限 展示 的 

有 效 除 子 

有 效 的 (形式 形变 ) 
有 效 的 下 降 资料 
有 效 投射 可 表 函 子 
有 效 下 降 态 射 
右 伴随 函 子 
AFAT 
右 正 合 函 子 
余 单纯 形 代数 
余 单位 

余 核 

余 积 

余 极 限 

余 均 衡 子 
余 切 复 形 

余 像 

预 层 

约 化 的 


Zariski 切 空间 ( 函 子 的 ) 
Zariski 切 空间 ( 环 的 ) 
Zariski- 拓 扑 

粘连 

正 合 的 

正 合 函 子 


ZARAI 


Jacobi variety 

essentially surjective functor 
essential image 

bounded below 

finite flat group scheme 
finitely presented 

effective divisor 

effective (formal deformation) 
effective descent datum 
effectively pro-representable functor 
morphism of effective descent 
right adjointfunctor 

right derived functor 

right exact functor 
co-simplicial algebra 

counit 

cokernel 

coproduct 

colimit 

co-equaliser 

cotangent complex 

coimage 

presheaf 

reduced 


Z 


Zariski tangent space (of a functor) 
Zariski tangent space (of a ring) 
Zariski-topology 

pasting 

exact 


exact functor 
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172,174 
125 

75 

125 

73 

11 

41 

34 

76 

12 

17, 30 
17 

16 

16 

126, 130 
32 

52, 58 
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119 
118 
56 
115 
53 
34 


模 曲 线 时 引 


正 合 序列 
正极 限 
正 向 系统 
正 向 族 

支 集 

直 积 

EU 
BART 

终 对 象 
忠实 的 
忠实 平坦 的 ( 模 ) 
忠实 平坦 的 ( 态 射 ) 
周期 

主 除 子 
主 齐 次 空间 
子 对 象 

子 范畴 

自然 变换 
自然 同 构 
自 守 因子 
足够 内 射 对 象 
阻碍 
HART 

左 伴随 函 子 
左 导 函 子 
左 正 合 函 子 


exact sequence 
direct limit 
direct system 
direct family 
support 

direct product 
direct sum 


direct image functor 


terminal object(or final object) 


faithful 


faithfully flat (module) 
faithfully flat (morphism) 


period 


principal divisor 


principal homogeneous space 


subobject 
subcategory 


natural transformation 


natural isomorphism 
automorphic factor 
enough injectives 
obstruction 
diamond operator 
left adjoint functor 
left derived functor 


left exact functor 
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